


aa u se en 


ERBE, IE 


a a ae U ul a nl an a ABl un Lu 1 ill BEE tn Zu m 





Journal 


für die 
reine und angewandte Mathematik. 


In zwanglosen Heften 





Herausgegeben 





von 


A. L. Crelle. 


Fe 


Mit thäliger Beförderung hoher Königlich - Preufsischer Behörden. 





Neun und dreifsigster Band. 


In vier Heften. 


Mit vier lithographirten Tafeln. 








Berlin, 1850. 
Beı G Reimer. 


Kt se trouve a PArıs chez Mr. Bachelier (successeur de Mw* Ve Coureier), 


Libraire pour les Mathematiques ete. Quai des Augustins No. 55. 















—— u u Dr u TE EEE EEE EEE Tr nn 






Inhaltsverzeichnifs 
des neun und dreifsigsten Bandes, nach den Gegenständen. 





I. Reine Mathematik. 


Nr. der ! 
Abhandlung. r 





Analysis. Heft. Seite. 


3 Note sur un systeme de certaines formules. M. A. Cayley ä Cambridge. 1. 14 
4. Note sur quelques formules qui se rapportent ä la EN des fonctions 
| elliptiques. Par le meme. . . . } we L 16 


5. Über die Behandlung der Lehre der PR: Fass ER Facultäten ai 
einer Methode der "Einschliefsung in Grenzen. Von Herrn Dr. M. Ohm, 
Prof. der Mathematik an der Universität zu Berlin. . . 2 2.22... 1 23 


7. De integralibus 
Sava-k snc’z(a+u)sne’z(a—u)) et [Ouy(i—k’sn’4(a+u)sn’}(a—u)), 


et aliis, quae cum ipsis sunt connexa, commentatio analylica. Auct. Gudermann, 
Monast. 2 , : A a 


8. Ableitung einiger antenne Bande aus u Pasihile pw Abhandlung 
No. 18. im 37ten Bande dieses Journals. Von Herrn Dr. Dienger in Sins- 
heim bei Heidelberg.. . . . ee FE MM 


9. Einiges zur Zahlenlehre. Von äemscihen. I ie 5 l. 6 


12. Moyens pour trouver l’expression de la „"° integrale particaliäre rr 
l’equation lineaire 


y9+PeIdLOYerIH..+Sy+Ty=0, 
a l’aide des I. valeurs Y,, 9; - Ba qui satisfont ä cette equation. 
Par Mr. le Dr. ©. J. Malmsten, prof. des Mathöm. a l’Univers. d’Upsala. 1. 91 


13. De l’equation differentielle 


2" an + dn X). Mö ri keit en u I a)y+by=V0. 


Par le meme. . . a 
14. De l’equation difförentielle 


Yx + - +Arry=0. 





Par le möme. . . . au 1:7 Er u 35 
15. Note sur les fonctions Elliptiques. De le meme. . . I. 116 
16. Abrifs einer Theorie der ua Functionen. Von Bas Prof. E. Heine 

zu Bonn. ... ! I. 122 
18. Zur Theorie der homogenen Eusallanen dritten Grades : von y dei Variabeln. 

Von Herrn $. Aronhold zu Berlin. . . . . a . 2. 140 


19. Über die Irreductibilität und einige andere Kipmscheßien de Gleichung 
2 welcher die Theilung der ganzen Lemniscate abhangt. Von Herrn 
6. Boensten u Ben. . . » © 2 2 2 2... E18 
20. Ach Von demselben. . . . ie . 1. 180 
22. Über einige allgemeine Eigenschaften der Shine, von hen die Thei- 
lung der ganzen Lemniscate abhangt, nebst Anwendungen derselben auf 
die Zahlentheorie. (Als Fortsetzung der Abhandlung No. 19. in diesem 
Bande.) Von Herrn Dr. G. Eisenstein zu Berlin. . . . » » 2... MM. 224 
. Schlufs dieser Abhandlung. -. . . . 2. 2 2 nme nenne. WW. 275 





















IN Inhaltsverzeichnifs des neun und dreifsigsten Bandes. 
Nr. dei 
\l handluna. a: Heft, 
24. Über die in der Gaufsischen „Summatio quarumdam serierum singularium ” 
vorkommenden Reihen. Von Herrn Prof. E. Heine in Bonn. . . . . W. 
25. Über die Reduction der quadratischen Formen auf die kleinste Anzahl Glieder. 
Von Herrn Prof. ©. @. J. Jacobi zu Berlin. (Gelesen in der Berliner Aka- 
demie der Wissenschaflen am ®ten November 1848.) u 0 
27. Über ein einfaches Mittel zur Auffindung der höheren Reciprocitätsgesetze 
und der mit ihnen zu verbindenden Ergänzungssätze. Von Herrn Dr. 
(G. Eisenstein, Docent an der Universität zu Berlin. . . . 22... TW. 
2. Geometrie. 
1. Note sur quelques formules relatives aux coniques. Par M. A. Cayley 
MO % » 4 0 00er SEO SE 
2. Sur le probleme des contacts. Par le möeme. . . . 2 2 2 222.01 
6. Die Gesetze der Succession einer Reihe sphärischer Kreise, von welchen 
jeder den nächstfolgenden und zugleich zwei feste Kreise berührt, deren 
einer im Innern des andern enthalten ist. Von dem Herrn Professor Dr. 
EEE EEE EEE EEE 
17. Theoreme relatif au cercle qui passe par trois points d’une ellipse. Par 
Bir. SOHERINSEEREE BO TBBEE.. > * 5 0 nn a ee 
19. Über die Irreduetibilität und einige andere Eigenschaften der Gleichung, 
von welcher die Theilung der ganzen Lemniscate abhangt. Von Herrn 
fe: 5: SR EEE ©. = 50. ee ie 
22. Über einige allgemeine Eigenschaften der Gleichung, von welcher die Thei- 
lung der ganzen Lemniscate abhangt, nebst Anwendung derselben auf 
die Zahlentheorie. (Als Fortsetzung der Abhandlung No. 19. in diesem 
Bande.) Vom SEE. > 0. » - “5 9 0 ne ne 
23. be: ER FNRREEE : - dan ia u a ee 
25. Leitre de Mr. @. Salmon de Dublin a l’editeur de ce journal... . . . IV. 
3. Mechanik 
26. Sur la roltation d’un corps. Extrait d’une lettre addressce a l’academie des 
sciences de Paris par Mr. ©. @. J. Jacobi (lu dans la scance du 30 juillet 1849). IV. 
ll. Angewandte Mathematik. 
10. An Essay on the Application of mathematical Analysis to the theories of 
Electrieity and Magnelism. By the late George Green, fellow of Gonville- 
and Cains-Colleges at Cambridge. . - - » 2 2 2 2 2 0... 1 
21. Über Sperosssen. Von iisamigeber: „2. 0 na 
Verschiedenes. 
I1. Notiz. Von Herrn Dr. Preufs, Königl. Professor und Historiographen zu 
Ba 5 ea ee ee en u 
Fac simile einer Handschrift von Klügel. . . -. . . ee ee... 1 
- - - 0. u BE 
- - - a“ HE 
- - ..- -" a N a A 








—EEEEee 





Seite. 


288 


290 


351 


42 


138 


160 


224 
275 
365 


293 


73 
183 


I0 




















I. Cayley, note sur quelques formules relatives aux coniques. | 


1. 


Note sur quelques formules relatives aux coniques. 
(Par M. A. Cayley a Cambridge. ) 


Sit. comme a l’ordinaire: 


a — BC-F, 
dd — (A—6’, 
€ = AB--H, 
(1.) ff —= GH-—-AF, 
6 — HF—BG, 
5 —= FG—-CH, 
K— ABC—- AF?— BG’— CH -- 2 FGH, 


et designons pour abreger, les fonctions 

Ax’-- By’ --C2?—-2Fyz --2Gıxz + 2H.ry, 

Aoa + BPy-+Cyz-+ F(Pz -+yy)-+-G@(ye-+oz)4 Hloy-+P&): 

A(ßz — yy)’+ B(yz— oz) + Clay — Px)’-+2F(ye— o2)(ay — x) 

+2G@(ay — Px)(Pz —yy)+2H(Pz —yy)(y&c— er); 
eic. 
par 
Ar’+.; Auc+-,; Aldßz—yy) +; etc. 
Cela pose, soient A--a, D--b, C-+c, $-+f, 6-+g, H-+h, K--k 
ce que deviennent A, ®, €&, £,6, 5, K, en ecrivnt A-«’, B--P. 
C+y, F+Py, @+ya, H--oß au lieu de A, B,C, F, @, H. Alors on 
aura d’abord 
2) k= Au’-+.. 

et les quantites a, b, c, f, g, h seront donnees par l’equation 


3) at. = Alpz—yy)”-+--, 
ou si l’on veut, par celle-ci: | 
(4.) art = Az —yy\Pa—yyılr“ 
(savoir en considerant ces equations comme identiques par rapport a &, y, % 
el 2, y, 2, X, Yı, 3, Tespectivement). 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIX. Heft 1. | 
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1. Cayley, note sur quelques formules relatives aux coniques. 


On obtient sans diffieulte les equations identiques: 
5.) (Ar + +) Ara, +)— (Aar-+..)(Ac,z, +.) 
— MP —Yı)(ız -YYy)+; 
(6) (Aau, +.) (Art) — (Aar+-)(Aa,zı+-) 
— KAP —Yy) AA —yy)+]- 
Comme on sait, la condition sous laquelle la droite Z=--my nz —0 





touche la coniue U — Ar’+--—= 0 peut &tre presentee sous la forme 
A. — 0. Done la condition pour que cette droite touche la conique 
U--(ar-Py--yz)—=0, est 


A) Aa +Aym—An’4 —0. 
En reduisant au moyen de l’equation (Ad’+ + -M’+.-)—= K[A(ym—Pn)’-+--] 
(qui n’est qu’un cas parliculier de l’@quation (5.) ), cette condition devient: 
8) 7° Kr AU) (Au 0. 
Pour trouver la condition sous laquelle les coniques 
U+(ar + Py+y2)=0, Uraes+Aytyz)—0 
se touchent, on n’a qu’a remarquer que l’equation de la tangente commune est, ou 
(—a)2 + (P-P)Yy+rY—Y)z=0, ou (ate)e+(PHP)Y ty). 
En ne considerant que la premiere de ces droites, on a pour la condition cherchee: 
9) Aut +Aßı-Art = 0 


in reduisant cette @qualion au moyen du meme cas particulier de l’equa- 





tion (6.), la condition dont il s’agit se reduit ä 
(10) Krde) Ar Au) — (Ar Aa = 0. 
On sait que les coordonnees A, Y, Z du pöle de la droite e--my -nz 
-(, par rapport a la conique U=0, peuvent eire trouvees par l’equation 
,X+-uY+rZ = Al-+-- 
(consideree comme identique par rapport ä A, u, v). Delä les coordonnees 
Y, Y, Z du pöle de cette m&me droite par rapport a la conique 
U+(ax+ By+yz) = 0, 
se trouveront par l’equation 
(11) AK -uV rvZ = Alt... -- Alym— Pn)(yu—Prv)-- 


(consideree comme identique par rapport ä A, u, v). Cette equation peut aussi 


etre presentee sous la forme 


(12) KiXL-uVY Hr Z)—=(K+ AR 4. )(AR--)— (Anı-..)(Aul+.), 
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1. Cayley, note sur quelques formules relatives aux coniques. ‘3 


ce qui peut &tre demontre facilement au moyen d’un cas particulier de 
l’equation (6.). 


Si les deux droites ie +my-+nz=0, UÜx--my--n'z— 0, touchent 
la conique U—0, l’equation de la droite qui passe par les points de contact, 
sera A(mn’ — m'n)&-+--—=0. Done: si ces deux droites touchent la conique 


U («2-+Py-+yz)’—0, l’equation de la droite qui passe par les deux points 
de contact, sera 


(13.) Almn’ — m'n)® - -- + (ax + Py--y2) [a (mn — m'n) -+-P(nl'— nl) 
+Y (Im — Um)] — 0. 
Les formules obtenues seront utiles pour la solution du probleme du 
memoire suivant. Je les ai rapprochees ici pour ne pas interrompre cette solution. 


Cambridge, 19" Mai 1848. 








4 2. Cayley, sur le probleme des contacts. 


2. 


Sur le probleme des contacts. 
(Par M. A. Cayley a Cambridge. ) 


Je me propose iei la solution analytique du probleme suivant: 
„Etant donnees trois coniques inserites ä une me&me conique: trouver une 
aulre conique, aussi inscrite a celte conique, qui touche les trois coniques 
inscriles; et lirer de la les constructions geometriques ordinaires.” 

Je commence par recapituler quelques unes des proprietes d’un systeme 
de trois coniques inscerites a la m&me conique. 

Un systeme de six droites qui passent trois a trois par quatre points, 
sappelle yquadrangle. Les points de rencontre des cöles opposes sont les 
centres du quadrangle; les cöfes du triangle forme par ces trois centres sont 
les a.res du quadrangle.. De m&me, un systeme de six points situes trois A 
trois sur quatre droiles, s’appelle yuadrilatere. Les droites qui passent par 
les angles opposes sont les a.wres; et les angles du triangle forme par les trois 
axes sont les cenfres du quadrilatere. 

Deux coniques quelconques se coupent en quatre points qui forment un 
quadrangle inserit aux deux coniques. ZElles ont quatre langentes communes 
qui forment un quadrilalere eirconscrit aux deux coniques. Le quadrangle insecrit 
et le quadrilatere eirconscrit ont les m&me centres et les mömes axes. 

Si deux coniques sont eirconscrites ou inscriles une a l’autre, la droite 
qui passe par les deux points de contact s’appelle chorde de contact, et le 
point de rencontre des deux tangentes communes s’appelle centre de contact. 

Cela pose: les coniques eirconserites a deux coniques donndes, peuvenl 
elre divisees en trois celasses: une conique eirconscrite apparlient a une quel- 
conque de ces trois classes, selon que les points de rencontre des chordes de 
contact de la conique eirconscerite et de chacune des deux coniques donnees 
coineide avec un quelconque des trois centres du quadrangle inserit, ou du 
quadrilatere eirconserit; ou, si l’on veut, selon que la droite qui passe par les 
centres de contact de la conique eirconserite et des deux coniques donnees, 
coineide avec un quelconque des trois axes du quadrangle inscrit, ou du qua- 


drilatere eirconserit. 
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2. Cayley, sur le probleme des contacts. 


En considerant les deux coniques donnces, et une conique eirconserile. 


nous dirons que les deux cötes du quadrangle inserit qui se coupent dans le 
point d’intersection des deux chordes de contact, sont les awres de symptose 
des deux coniques donnees, et que les deux angles du quadrilatere eirconserit. 
situes sur la droite qui passe par les deux centres de contact, sont les centres 
d’homologie des deux coniques donnees. 


Soient maintenant inscrites trois coniques a la meme conique. En com- 
binant deux a deux ces trois coniques, les six axes de symplose se couperon! 
trois a trois en quatre points que nous nommerons cenfres de symptose, el 
les six centres d’homologie seront situes trois a trois sur quatre droites que 
nous appelerons axes d’homologie. 


Soient 
U ’==0, U-- y,=o0, U-V; , = () 
les @quations des trois coniques inscrites, oü 
U — Ar-By’+C-+2Fyz --26Grz--2Hhıy, 


+ PıyTryı8 
Be Bw +2, 


Wu ,24-,y+732 


= 
| 


Si 
Ie--my--nz — 0 
est l’equation d’une tangente commune aux coniques U--V —0, U--V’—U0, 
les formules de la „Note sur quelques formules etc.” en Hd la notation 
de cette note, donneront les &quations 


(K+ Aci + a4) Aut) = 0, 
(K+IR1..(AR 1.) (Al +0, 
qui serviront a determiner les valeurs de /, m, nz; on oblient par la in sah 
VK-+Ag-+t.)(Aul-.)—y(R--Aı +) (Aul--- 
qui fait voir que l’equation Ze--my--nz=0 est satisfaite en &erivant 
(1) z:y:z 
YA+Acı+)Acı + Hi+ Gy) — VA+An-)Au + Hr 67%) 
VORH Ant) Has + BRiH Er) —VCRH+ Rei H (Gen DB. 

:VCR+ At) Bu + Et GO VK+ AH) Ber +). 


ei ces Öqualions qui peuven! aussi @lre presenlees sous la forme plus simple 











6 2. Cayley, sur le probleme des contacts. 


(2) Ace Hy+@z:Hr+By- Fr:@c+Fy--Cxz 
— Y(K+ Ic) —Y(K + Ac}-) a, 
yA+au)—yR+ AP, 
:YK-+ Ai) — yR-+ Aor--)y1, 
correspondent a un centre d’homologie des deux coniques U-+V} — 0, 
U19 —=0. 


En mettant, pour abreger, 


3) YyA-Aıit)—=p, YR+Anı)=p, YVKR+AG-+-)—p, 
on obtient facilement pour une des axes d’homologie des trois coniques, l’equation 
(4.) pı P P| — 0 
Ar-+-Hy-+Gz 0% 0 
Hx:-+-By-+Fz PP P; 
Ge+Fy+C02 Gı Rr 7 











et celles des trois aulres axes d’homologie en peuvent etre tirees en chan- 
geant les signes de p,, P2, Ps: 


Remarquons que l’equation 


(5.) 1 11|=d. 
Ax-+Hy-+6Gz 0 % 0 
Hı-+By-+Fz PP: ß 
Ge+Fy+lz2 ı 7% 9 


est celle de la polaire d’un des centres de symptose des trois coniques par 
rapport ä la conique eirconscrite U==0, savoir de celle qui est donnee par le 
systeme V,—= V,—=V,;, et que les equations des trois autres polaires cor- 








respondantes se trouveront en changeant les signes de &,, ?ı,yı ou de &,, ,. y: 
ou de «4, 3» 73- 


Cherchons le pöle de l’axe d’homologie dont nous venons de trou- 
ver l’equation, par rapport äa une quatrieme conique inscrite U+V? — 0 
(V = @ar-+Py-+yz). En exprimant cette equation par Zr--my--nz = 


on obtiendra les coordonnees de ce pöle au moyen de l’equation 


6) KaX+uY+rZ)—p(Al+.)—(Acit- Ad.) 
oü, pour abreger. on amis p— y(K-+ Aa’ --..). (Memoire cite; equation (12.).) 
Mais ici on a 





Ä 
1 
v 
1 
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2. Cayley, sur le probleme des contacts. 


Ic+my-+nz = Pı P2 P;5 
Arc+Hy-6Gz 0, oe, 
Hz: -+By-+Fz 9 P ß; 


G2e+-Fy+Cz ı nn 








ce qui donne immediatement 


Alt. = K.pmp, Ad = Kl.p pp; 
h 6, 0% 6 a 0, 0, 0, 
u ßı Pr P; PPı Pr P; 
"npn Y YıYya 73 














et de la on obtient 


(7.) A -uY zZ —=p|. pı p Pp|— (Ari -)|. Pı P: P5 
h 0, 0% 0 a 0, 0% 0; 
uPß, Pr Ps P Pı Pr P5 
”_n1.n Yı Ja 7 














Savoir, en considerant ceite equation comme identique par rapport a 4, u, v, 
on obtient les coordonnees X, Y, Z du point dont il s’agit. En prenant 
particulierement ce pöle par rapport a la conique U--V}’=-0, cette equation 
se reduit a 











1 3 u z | 
(8.) „aArufr +vZ) —=Pı|\- Pı P Ps — (Au +). &, 03|, 
h 0, 6% 03 IAı Pr B,| 
up Pr Ps PZ wi 
v Yı }2 73 
ou, si l’on veut, A, Y, Z seront determines par les expressions 
A+-PY+y,Z = pi -+- Au DEE — — K 
(9.) ,Ä+- A, Y-+y,Z — — PıP: + An were 
3 ÄA-+,Y+7,Z — — MP Ama; +: 


Le facteur — a etE supprime. Dela on obtient aussi l’equation de la droile 
1 


menee par ce point, savoir par le pöle de l’axe d’homologie par rapport a la 
coniue U+-V}=0, et par le centre de symptose P, — VW, — V,. En effet. 
cette equation est 

(10.) V,, P., V, — © 

1 1 1 
m —- Au, Mm Aun—, pPp— Aut 


w 














S 2. Cayley, sur le probleme des contacts. 


On pourrait @galement chercher le point d’intersection de la polaire du 
centre de symptose V,—= V,—- V, par rapport a U+-V}=0, et de l’axe 
d’homologie; ce point serait evidemment le pöle de la droite exprimee par la 
derniere &quation, par rapport a U+-V} —( 

Ces resultats seront utiles pour l’interpretation de la formule relative 
a la conique qui louche les trois coniques donndes et que nous irons chercher 
mainlenanl. 

Representons par U--V’== 0 l’equation de cette conique; l’&quation (10.) 
du memoire cit© donnera les expressions 


| Au = — K--pp:; 
(11.) Arco + + = — K-pp. 
I +. — — k--pp;, 


auxquelles nous ajouterons l’quation qui donne la valeur de p, savoir 
‘ ce 8 nd ] 2 
(12.) Ao re = — K--p*. 
II n’y a qu’a subslituer dans cette derniere &quation les valeurs de «, P, y 
que donnent les trois autres. Par la on obtient, pour determiner p, une equa- 
tion du second degre et de la forme 
(13) K’L—2KpypM-pPN —= 0; 


.’ 069m N ı As MM: __ m AP A = . u 
c’est-a-dire, en fesant 7’ — NL = 2’, 41 DIM’ on aura p = AA 


ei dela 


| 


- l 


| Act, K(Ap, —1), 


(14.) Ar; +. —= K(Amp—1), 
Acız --.. — K(Ap—1), 


ou „fl est une quantile connue, dont la valeur sera donnee dans la suite. Pour 


le moment il sufflit de remarquer qu’en changeant ä la fois les signes de 
Pıs Pr» Ps, 2, cette quanlile // ne change que de signe. Au lieu de chercher 
les valeurs de «, 9, y, il vaut mieux d’eliminer ces quantites entre ces der- 
nieres equalions et "’equation V = a«r--Py-yz=0. Cela donne, pour trou- 
ver V, l’equation 

(15.) V, K(Ap —1), A(Ap; —1) KAp—1) |=0, 
x Au-Hpr+ 6, ARr+HR+6Y, Aut H;+6y 
y dgarPAtsı: Ha+PR+ln, Has+BAH4 89, 
2 Eu+sdı +Cy, 6 £-+Cy 6a, £P,+€&y; 


v2» 








qui peut aussi etre ecrite comme suit: 
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2. Cayley, sur le probleme des contacls. 1) 


(16.) V Ap—1, Apm—1, Ap—1 = 0. 
Ax - Hy — G2 0 0 03 
Hx-- By-+Fr Pı P> ß; 
Ge+Fy+lz Y: Y3 








En mettant VW —=0, on aura l’equation de la chorde de contact de la 
conique cherchee et de la conique eirconscrite Ü—=0. En remarquant que 
l’equation de la conique cherchee peut @tre mise sous la forme V = y-U, 


l’equation de cetle conique se presentera sous la forme tres simple: 














La premiere de ces deux 


leur de la quantite A. 


-_— 





= Prys — PsYı> 


formes est peut-etre la plus elegante. 


Les proprietes geometriques sont absolument independantes de la va- 
Mais pour completer la solution, je vais donner l’ex- 
pression de cette quanlile. Pour cela, remarquons qu’en mettant pour abreger: 


(19.) 


II —= \a m 0; 
Pı Pr Ps 
Yı Yı 7% 


= Pyı — PıYy3 








(17.) y-U Apy—1, Ap—1, Ap—1| = 0, 
Az+ Hy--@Gz a 0a GL; 
Hx--By-Fz Bi Pa P; 
Ge+Fy+Cz 9% Ya y3 
ou enfin, si on le veut, sous la forme plus usitee: 
(18.) 0 0% RU + i Ap—1, Ap—1, Am —1’=0. 
Pı Pr P3 Ac-- Hy-Gz U 0, 0; 
77 Hre-By;-Fz Pi P: ß; 
Gc-+-Fy-Cz Yı Y Y3 








m, 





b 


720373029 


Up —K)+L(pp — K)+L(pp —K), 





on aura d’abord l’equation identique 

— KlII(ox --Py--yz) = 
Ax-+-Hy+@Gz 
Hx--By-+Fz 
Ge +Fy-Cz 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 1. 





pp —K, pr — K, pn; — K 
Cı 0, 0, 
Pı P: P; 
Yı Ys 





’£: 
2 








10 2. Cayley, sur le probleme des contacls. 





ou ce qui est le möme: 
Bj Een 
Kl (ax -- es y23) 
_—— 7 » | au | n2 | * | Pr | | \n ' » v a N Y> 
— 4.(Ac + Hy --Gs)+u.(Hx-+ By-+ Fr) v.(Ge+Fy--Cz). 
Cela donne 
II(Ar’--.)=4a-+uß-+vy,  KIla-+uß-+-ry)=(Al-..), 
c’est-a-dire 
KIP.(Ad-+.) = Al-+.., 
et en vertu de celtle expression l’quation qui sert a determiner p, se reduit a 


20) KITPLAR-+.—KIT.p — 0. 


l 


En la comparant avec l’equation K’L—R2kpyM-pN—0, on obtient 


ge — IP+[AU+HL-HLP +. | 
21.) HM = [AU + +HL) hp +bp+bp)-+.]; 
N = —KIT-[Alp-+bp--14p)--..]: 
et dela par une transformation deja employee: 
(22) M—-NL=2F—=IP.(—[Alpt+2p+Lbp)--..] 


KIA LH I HH KIT 
— [Up — 0) pl; — 1) pl —0r))"-F. | 
Mais l’interprelation de ce resultat parait &tre difücile. 

En revenant sur l’equation trouvee pour la conique qui touche les trois 
coniques donnees, remarquons que les signes de «&,, 1, /ı, ou de &, Pr, 72, 
ou de &,, Pr, Z3, peuvent &tre changes conjointement. Cela revient en ellet a 
eerire —V,, ou —PV,, ou —V; au lieu de +V,, ou de -- V;,, ou de + V,, ce 
qui ne change pas les coniques inscrites. Mais il est facile de voir qu’en changeant 
a la fois les signes de V,, V;, V;, on ne change pas l’equation de la conique 
dont il s’agit; cette @qualion ne change non plus, en changeant a la fois les 
sienes de 9,» Pr, Ps, (2; de maniere que l’equation trouvee correspond reel- 
lement a 32 coniques differentes. En distinguant ces 32 coniques par des 
symboles de la forme 

(+V,, +P,, +/V,, +pPı, +P:, +P5; +42): 
quatre symboles tels que 


(Vı, V:, V5, Pı» Pa> P55 #2), 

(—Vı, —P,, 13, Pı» Pr» Ps» 42), 

(VW, I, I, —Ppı, Ps —Ppn — 2); 
(—V;; —PV,, u Pa 7 RP —2) 
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ne se rapporteront qu’a une seule conigne. Nous appelerons puires de coniques 


deux coniques quelconques exprimees par des symboles de la forme 
(V,, V:, V;, pı, Pr 9» +22). 

Donc les 32 coniques forment 16 paires, groupces quatre a quatre de deux 
manieres dilferentes. Savoir: pour former un groupe, quatre paires telles que 
(+V., +V:, V:, pP Pr pP» +2), 

ou qualre paires telles que 

(V,, V., 9;, #91, tP25 9, +42 

peuvent &tre combinees. es deux especes de groupes peuvent elire distin- 
guces par les noms groupes par rapport a un axe d’homologie, ei 
groupes par rapport a un centre de symptose. En ellet: considerons une 
paire de coniques, par exemple celle qui est representce par les symboles 
(V,, V;, V;,, pı, px, P3, +2). Les equaltions des deux coniques de la paire 
sont les m&emes aux valeurs de 4 pres; il est done evident que les chordes 
de contact de ces deux coniques avec la conique eirconserite Ü—=0, doiven! 
se rencontrer au point d’interseclion des droites 








ı 1 17-8, pı PP | —d. 
‚Ar+Hy-16Gz oo eo; Ax --Hy+Gz: 0  o; 
‚Hr +By-+Fz PP PB; Hx-- By —- FE Pı Pr Ps 
Ge+ + nn FE Er 





La premiere de ces equalions se rapporte ä la polaire d’un des centres de 
symptose des trois coniques inscrites par rapport a la conique eirconserite; la 
seconde se rapporte a un des axes d’homologie. On a donc le th&oreme suivant. 
„Les points de rencontre des 16 chordes de contact des paires de co- 
niques sont les points de rencontre des polaires des quatre centres de 
symptose par rapport ä la conique circonscrite, avec les quatre axes d’ho- 
mologie.” 
Cela suffit pour expliquer la maniere dont les deux especes de groupes 
ont ete distinguees. 
Cherchons l’equation de la droite menee par les points de contact d’une 
des coniques inscrites (par exemple celle que donne l’equation U--V’ = 0) 
avec deux coniques de la meme paire. En representant par 


U-+(oxcw-+Py+yz) u U- (a'x 4 B'y 4 y'z)’ BE 
les equations de ces deux coniques: les equations des tangentes communes seront 


(e—a)2e +(P—Pı)y-+ (7—Y)3=0V el ( —0,)X -L- (P—-P)y+lr —y)3= 0. 
I% 
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et l’equation de la droite qui passe par les points de contact de ces deux 
droites avec la coniue U+-V}—=O est: 
23) AB -BNa+ HAI AL Mer+- 
ae By tler PN + Plye— ze) ref PB) 0. 
Pour reduire cette equalion, en exprimant par //, /,, zn, etc. les valeurs plus 
haut, mettons A =4,(Ap, —1) +, (Ap—1)-+L(Ap;—1) ete., et soient 4, u, v’ 
ce que deviennent les valeurs de A, u, v en Ecrivant A’ au lieu def. On aura 
IIa = Al--Hu-Gv etc. 
et des expressions pareilles des valeurs de A, w, v’. Dela on tire 
IE. (Pr —P'y) = (w'—uv)A+ or) GH (A —HUu)6 
eic., 
uv'— uv = (MN; — m;n;) ((Ap—1)(A'ps—1) — (1m —1)(Ap—1)) + etc. 
— IK A —A).[e(p—Pp)+ &(P—Ppı) + (Pı—P2)]; 


eic.. 


: 2 A1—A 
c’est-a-dire, en supprimant le facteur commun u 


By — Pr = (2 Kr Hpı-- ©7.) (P:—P;) 
+ (Aa; + 59.6 Y2) (Ps —Pı) 


1 (Aa, w Hp; H% (Pı— P:) 
elc. 


Aussi on aura, en supprimant le möme facleur: 


ne) Aly— )= (Amt bp+ bp) H—Pı@) 
+(mıPpı +m;Pp2 + m; p;) (0, @ —yı4) 
(np +9; p+n,p9),A—aH). 


Dela on obtient immediatement 
AP —Py)e+r = KV. (m —p9)+ Vılm —p)+ Vslm —Po)]» 
et par une reduction un peu plus difficile : 
AMP M)-AY—Y)eH+ 
— (hp+ PT ;, pl (Haut BP + Ey) Gut FEßıt Cl 
u. Pen P:- m;p;) [x (©, +$Pı TE — z(Acı + HPi4671)] 
(a, Pı-) "N, P> . a. )Ly ( Ar + Hp,- -&y)— (Ha + DP, + &71)] 
= EN, 7) mA )]4+ P:lp Art) —pı (Arzt --)] 
+ Y:[p (Ar + )—Ppr(Aci-+)] 
et enfin 


(e+Ay+rS)lalßy' —P'Y) + Pılye'—re) + yı(ap'— «P)] 
== Y, [(Acı = +) (Pr —p;) 4 (Act 0; - +) (pP — Pı) B (Acı, 0; -+ - )(Pı u p:)]- 
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Donc, en reunissant ces expressions des trois parties de l’öquation dont il 
S’agil, celte @equalion se reduit A 
(24.) VLI(K + Aaı-+)(p —P3) — (Aa -+)pıt (Ace -+---)pı] 
+ PRIK- Aut) — (Ar Act pl 
+; [(K-+ Au, + )pr —(K-+ Aal --.)p] — 0. 
En meltant p; au lieu de K-- Aa; ----- et en supprimant le facteur commun p,. 
on aura 
V[pımr - (Aue + )— pp + (Ar )]4+ V:[lpıp — (Ar; + )—K] 
+ V,[K— pp + (Aue )] = 0, 
et en remetlant 9, — (Aa; --)—=KÄ, on obtient pour l’equation dont il s’agit: 
(25.) v., V,, V, EN ' 


1, 1, N 
pi ui (Acı +), PıPz — (Act, 0% +++), PıP3 — (Acc; - *) 


Cette equation est celle de la droite mende par les points de contacts 








de deux coniques de la m&me paire avec la conique U-V/’=0. Elle est 
la meme qui a et deja obtenue pour la droite resultante d’une cerlaine con- 
struction geometrique; on est donc arrive au theoreme connu suivant. 
„La droite menee par le pöle d’un axe d’homologie par rapport a une 
des trois coniques inscrites, et par un centre de symptose, rencontre cette 
meme conique en deux points qui sont les points de contact de cette 
conique avec deux coniques de la meme paire.” 
Ou ce qui revient au meme: 
„Le point de rencontre de la polaire d’un centre de symptose, par rapport 
a une des trois coniques inscrites, et d’un axe d’homologie, est le point 
de rencontre des tangentes communes de cette m&me conique et de deux 
coniques de la m&me paire.” 


Cambridge, 19. Mai 1848. 
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3. 


Note sur un systeme de certaines formules. 
(Par M. A. Cayley a Cambridge. ) 


Les [ormules dont il s’agit se rapportent a la theorie de la composition des 


formes quadratiques. 


Je les presente ici pour faire voir la relation qui existe 


entre elles et quelque formules de mon memoire sur les hyperdeterminants 


(tome XXX. p. 1). 
Ei Im 
| 1122|» 
43 ei, 
‚gl 
m 1221\° 


savoir en mellanl, pour abreger, 








= 
TE 
ee —= 
= 
A=ugy-—ce, 2B 
(3.) A'—=af—be, 2B' 
A'"—=fy—eh, RB" 
on aura identiquement: 

BE = 
(4.) AB — 
AU = 
BA = 
e | BB -0— 
er. BB'—0 — 
DU = 
CA = 
(6.) CB' — 

eC 





— Ad’ - 


En adoptant la notation de ce memoire, et en meltant 





+ n 
San 4211) 

BB = aaa U aaa; 

} i 

‘ Be,2 (aa) v__ $121) 

mer WE 

‘ 22 111 vw a 

2B = 1999 EEE RTIE 

111, e= 112, 

233, .: Feat 

121, g= 122, 

Be de —cf, Ü — bh —df, 


— ah--cef —bg—de, Ü—ch— dy, 


—= ah+-de —by— cf, Ü—=be — ad, 
A’ 4 IB "ae B* ce, 
A'ac-+B"(ag-+ce)1C"eg, 

A'E 1 2B"cy - A Pi 

A'ab -—- B"(af-- be) 4 Üef, 
A'ad 1 B"(ah-de)--Ü"eh, 
A'be +B"bg-+ef)+-C"/g, 
A'cd-- B"(ch-+dy)--C"gh; 
A'D: " 2B'bf - Du g 


A"bd -- B"(bh--df)--C"fh, 


2B" dh 
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7) 09= B-AC = B"—-AC = B"—-4'0' 
— 1 [ah L Dg’ 4. ef 4 d’e 
— Zahbg — ?ahef — Zahde — ?bgef — 2bgde — 2cfde 
+ Aadfy -- Abech\. 


En regardant la seconde et la troisieme des equalions (5.) comme &equivalentes 
= | 

avec la seule equation 2BB'= 4"(ad--be)--B"(ah-+-de- by --ef) --U"(eh-[y). 

on trouvera que les systemes (4. 5. et 6.) röpondent a la transformalion 


8) A’zi-+2B"2,.-0"3 = (Ari +2B2,2,4+ Ca5)\A'yi+2B'y,y.-Cy:). 
ss = am m +-by,n-+c2,y+dyıYy. 
23, — ern --fYınt gay Ayıya, 
qui apparlient a une theorie dont celle des transformations lineaires n’est qu’un 
cas particulier. 

Je profite de celte occasion pour donner une addition au „„Note sur les 
hyperdeterminants” (tome XXXIV.). J’y ai dit ($. III.) que je ne pouvais pas 
expliquer la raison de ce que la courbe de sixieme ordre donnce par les equa- 
tions ae — 4bd--3e—0 et ace--2bed— ad’ — eb’ — ce —0, ait une oscula- 
trice developpable qui n’est que du sixieme ordre, et que cette reduction s’operait 
en parlie au moyen des qualtre points de rebroussement de la courbe. En 
effet, celte courbe, consideree comme l’intersection de deux surfaces, l’une du 
second et laulre du troisieme ordre, a six droites que dans le memoire eite 
dans cette note j’ai nomme drostes par deux points. Cela suffit pour completer 
la reduction dont il s’agit. M. Sulmon, a qui je dois cette remarque, m’a 
fait voir aussi que l’expression que jai donnee pour le nombre des points de 
rebroussement de la courbe, dans le cas d’une equation du n'“"* ordre, combinee 
avec les formules du memoire mentionne, suflit pour former le tableau complet 





des singularites de la famille de surfaces developpables dont il s’agissail, savoir: 








m, n, T, a, P; 9; h, 
’ (m —1)(m — ?) 9n’—55n--80 
3(m—2), m, 2(m—1), 0, 4(m—3), 2 _, , 
rc, Y, 


2 (n—2)(n—3), 2(n—1)(n—3). 
Ici, dans la ligne superieure, m, n,r, ca, /,g, A, x, y ont les mämes signi- 
fications que dans le memoire dont je viens de parler; et dans la ligne infe- 


rieure, zn est le degre de l’equalion primitive. 
Cambridge, 22. Mai 1848. 
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4. 
Note sur quelques formules qui se rapportent a la 
multiplication des fonetions elliptiques. 
(Par M. A. Cayley a Cambridge. ) 





Les fonelions 


2, -) 


1 1 1 i 
—- P,.—(7 P,,c-+ TPuy)- @ P, 0% “ 11 rPu@y+ 5 Pur) — elc.. 
ou P,,==1 et les autres coefficients sont donnes par l’equation a differences 


[— 1. — mu+(!—m)’]P,. 
1. — 2l--2m+2)(4— 2l!+2m--1)P,_ı,m 
+m(u+ 21 — m +2) (u+2!— 2m-+1)P,.-ı 
— 16Im [Au — (A-+-2m —4)(A+u)] P_ı,m-ı = 0, 
jouent. comme je crois, un röle important dans la theorie des fonctions 
elliptiques *). 


. / u 1 [2 
En eflet, en fesant x — yksinamu, e—=k-+-- et en representant 
2 


par & le denominateur de la fonction yAsinamnu (ou n est un entier positif 
quelconque), on aura 


| 
sent: +30 


cette serie &tant conlinuee jusqu’au terme 2,, OU 2-1, Selon que 2 est pair 





*) La fonction jA,u,.x,y} satisfait a l’equalion 
— (Ak) +u(u—1)y+164u.x0y)u 
du 


+1) +4R—6)a+(4u+2)y+32(A+u)ay)y- da 
+((u—1)+(4+2)2+(4u—6)y+32(A+ u) 2 
a 4 — 2x. str 2 ß, 
qui peut elre tiree de l’equation 
nn Narut(n—A)er— 2x‘ tiere I 2u(a‘ —4) = = 0 


(voyez le memoire cite plus bas), mais qu’on obtient plus facilement au moyen de l’equa- 
tion aux differences ä laquelle satisfont les coefficients P,,n- 
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ou impair, et la fonclion &, etani donnee par l’equation 
ur 97 r® 1 ) 
n4-1) \s(n—?. We. 
= (1) (dayt9 29"°. In? — Ins, Ins, ! 4 
ou cependant les termes qui contiennent des puissances negalives de @ doivent 
etre negliges. es formules reviennent a celles que j’ai presentees dans la 
„Note sur les fonctions elliptiques” (tome XXXV11.). 
En revenant aux fonclions j4, u, x, y}, jaai trouve les deux formules 
if} Y-1 
P;» ,[2 — 1—1]7, 
P., zum: wi —T—1]Y7 
+4. — 1-1] {(187— 16) — (162° — 101 —4)| 


101u. . 
Atu Eile, 


\ 


(oü selon la notalion de Vandermonde la factorielle »(p—1):-(p—y--1) est 
exprimde par [p]'). Delä, et en caleulant la valeur de P,, a l’aide de l’equa- 
lion a differences. on obtient: 








P,» FRuEn 1, 
P,oı=% 
P,\: — U, 
B, = AB), 
RE 104 
Pu = (Au +2 — En 
P,» . u(u—3), 
P;, = k(A—4)(1—5), 
Te 20 Au 
P,;, = (a3) u T777 . 
20 Au 
P,, = u(«—3)2440— 771,); 
P,; = u(u—4)(u—5), 
P,, = 4(4-5)0—6)(2—7). 
ie iu) a5) + 1144 — 330-7 0 i—3)). 
1 aor 0A u 1156Au , 2004u: 
P.., = (10—3).1u(u—3) + 152204336 — ° _ 4 Alu)? 
P,, = ur ,(u— 4) (u—5) -: 1140 — 330 — 5 (u -3)), 
P,+ = u(u—5)(u—6)(u—7). 


La premiere partie de ceite table se Irouve dans la note cite. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIX. Heft 1. 3 
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Nous remarquerons en passant que pour y=0,ona 
f 
4,,2,0% = (4--y4— 2)). 


On sait que la theorie de la multiplication des fonctions eirculaires de- 


pend de la fonction (=--y(xz°—1))‘ ou, en fesant 12?—x, de la fonction 
(2714 —X))“. Cela fait esperer que l’on parviendra par les fonctions {A, u, x, y} 
a Ja theorie complete de la multiplication des fonctions elliptiques. 


Jai caleule les valeurs qui servent a trouver les denominateurs z de 
sınamau, ou n est un quelconque des entiers 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Les voici: 


a—j, sl, +8 
n—2, ml, —z. = —r, ze, —2, 
nd, Sl, +, —=Ader— (bat +32), zentz, 
n—4, 3,1, 2, = — 1608" 4a (82 + 82°) — (202-4 2620°+20.8%), 
= x”, 2 — 2,2] + 2, 
nd, mul, 
z, 64a’.r! 
— 160° (152° -- 102°) 
- 4a (Wer 922 4352") 
— (2752 +300r2" --1252°+ 508%), 
=. 16” 
— 4a. (52° 20x") 
+  $2*+6H22°” 1708"), 
sy, +3 +2%, 


6, +2,==1, 
— 2 = —2560'r” 
+ 640° (242 --12.2") 
— 160° (2522 -- 2102" 542°) 
—  46(15202° + 1584245762" 112°) 
—- (58142 -- 77042” + 24002" + 444° 4-105.2*) 
= 6er" 
— 640° (122° 4242”) 
- 160° (542° 42100” 42522”) 
— 4a(1122° 57620” + 15842” + 15208) 
4 (105.2 + 444.0" 4 24002 477042” 1- 58142"), 


— 2. 


is 


36 
3, = — €, 
| 
wu — 21 — 2 u, Due 34 
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: ’ 
‚= 1024er" 
— 2560: (352 -- 14.0") 
— 640° (11202 1962" -- 772") 
— 160° (54252 -- 5040.82" -- 15752" --210x°) 
- 40(855252* 1-413002"°-114934.2" 12604212942") 
—  (166257.2°* --2607502°--220395.2"" 414756." 
—+-1304.2° --196.2*). 
2, — 40962” 
—10240°(212” 28.2”) 
— 256 SIE +A70.L.” 390“) 
— 640952031922” -1-45500-1-2576.*) 
+ 16029402” 112000” 217502” -+-254522°--12397.2°) 
— 40 (57332 --220642°*--443242”--824882 967612” 
140964.) 
- (70072-593882 --352312”--41132.2°--27817 3.2" 
3029182” 949622"), 
a, Mei 
— 160° (72 -- 42.*) 
— 4a (14:2” -- 2362 819°) 
(7x2 -- 308.2 -—- 40532" 4- 98422”), 


| 
wı | u | u 


Pour rassembler tous mes resultats, je veux citer ceux que j’ai donne 
dans le „Cambridge and Dublin Mathematical Journal.” En ecrivant la leitre p 
au lieu de 2 (symbole qui represente le carre du nombre r2 de ce memoire), 
et en changeant les signes des termes alternatifs, on aura pour solution par- 
ticuliere de l’equation 


pip—1)z2= +Hp—1)lar— 22) +1—eoa2?-x*) d’z 


24) —0 





AR 
(savoir pour la solution qui pour » = n? se reduit au denominateur de sin am) 
la valeur 


4 6 
r (A 
“nr — 1 RER LE: a 
” 1.2.3.4 ! 0 1.2.3.4.5.6 
les coeflicients etant determines au moyen de l’expression 


C,. = — (?r--1)(2r--2)(p—?r) (p—R2r—1)C,--(2r 42) (p—?2r—2)eoC,,, 
— 2p («— 4) , 


da 








3" 
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Cela donne les valeurs particulieres suivantes: 


= 26-1), 

q; Spy(p—-1N)(p—N)e, 

[C,= 4p(p—1)(p—4)(p-- 75) 
-32p (p—1)(p—4)(p—9) ee’, 


I6p (p—1)(p—4)(p—9) (p+-44)« 
— 12859 (p—1) in ep ach 
= 24p p—1) PN) (p—9). (17p’-+- 4039 -- 9000) 


—- 960» (p—1) (pP —4) (p—9) (p— 16)(p +41) o° 

-512p (p—1)(p—4) (p—9) (p—16)(p—25) e*, 

C,== I6p (p—1)(p—4)(p—9) (p—16) .(79p°--2825p + 36180) « 
-716Sp (p—1) (p—4) (p—9) (p— 16) (p— 25) (p-+-42) 0’ 
- 20489 (p—1)(p—4) (p—9) (p—16)(P—25) (p — 36) a’, 
GC —--  48p(p—1)(p—4)(p—9).(283p'— 269789°--277827 9 —5491932p 
+-127764000) 
3840p (p— 1) p— Ip —Np—16)(P — 25). (23p°-+-1069p»--23436) «’ 
+ 15360» (p—1)(p— 4) p—9)(p— 16) pP — 25) p—36)(3p--133) e* 
- SIRp(p— 1 p—- Hp — N p— 16) pP — 25) p—36)(p—49) a" 
elc. 

On remarquera que dans ces formules le premier terme de C, ne con- 
tient pas, comme on pourrait l’attendre, le facteur (p — 25). Cela vient de ce 
que le coefficient C, est compose des coefficients des termes correspondants 
de 2, et z,, tandis que les coefficients C, etc. sont tout simplement des coeffi- 
cients de 2,. La suite des coeffcients C offre plusieurs discontinuites de cette 
sorle. Par exemple on obtient generalement 


C, un (—)"' I 2 p(p 1%. ..(p En (r— 1)?) Ce 
+2 pP 9)... 2) 
12% "pp —1? ki (pP — (r — 3) Ce 
+ etc. 
Mais le terme suivant ne contient pas le facteur p(p —1)....(p — (r—4)}). 
Quant ä la loi des coefficients C}, C}, C}, on a 
i == 1, 
- (r—3) (n (2r—7) + (r—1)(8r—7)), 
Aa (r— Dia (Ar: — 24r +51) + n(32r’— 220r’-+-412r — 255) 
+2 (r—1)(r—2)(32r’— 88r--51)). 
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Egalement, en ordonnant la serie suivant les puissances descendantes de «, 
la quantit& & etant la solution particuliere qui pour p = n’ (mn impair) se reduit 
au denominateur de sinamnu, on aura 


xP3 rp-° 


> — (—_11Vo-D ,/ er u Le. ae 
nn ei) yp.(a Di ia3 1 D: 13375)» 





ou les coefficienis DJ sont donnes par l’expression 
D,.= — (2r+3)(2r--2)(p—?2r— 2)(p—2r—1)D, 
+(2r +3)(p—?r —3)aD,,., — ?2p(®—4) ee 


da 
ce qui donne les valeurs particulieres suivantes: 
D, = (p—1)e, 
D,— 2(p—1)(p+6) 
+ (p-Dp—N«‘, 
D.—  6(p-1(p—9)(p-+10)« 
+ PHP Be, 
D, = —36(p—1).(p’—12p’--36p -—- 420) 
+12 (p 1) (p—N(p—25)(p-+14)e’ 
+ (P-NpP-Np—B)\(p—419) er, 
D, — —12(p—1)(p—9) .(47p'—355p° -- 31889 -- 31500) « 
+20 pp N p—25)(p—49)(p-+18)e' 
7. (pP-VP—Np—25)(p—49)(p—S1)e‘, 
D;,—= —24(p—1)(p—9). (23 p!+2375p’—14638p°’—116100p -693000) 
— 12 (p—1)(p—9).(493p'—8882p’--70317p’— 3616419 — 7276500) « 
+30 (p—1)(pP—9) (pP —25) (p—49) (p—S1)(p--22) e* 
+ (PVP p—3)(pP-36)(P—49)(p-S1)(p—121)e, 


elc. 


Les m&mes remarques sont applicables aux coelficients ©. Seulement 
la discontinuil& a lieu ici des le coefficient D,. Il parait que c’est cause de 
cette disconlinuite, que le signe negatif se presente aux premiers termes des 
coefficients D, etc. En effet, on a generalement: 


D, = (p—-1(p—9).. (p@r—1)))e’ 
+pP-DP—9.. (p@r—3))r(r—1)(p +4r—2)e 
+ elc. 











22 1. Gayley, sur la multiplieation des fonetions elliptiques. 











lci la discontinuile se presente deja dans le terme suivant, qui ne contient pas 
le facteur (p—1)(p—9)....(p—(2r—5)’). Et c’est preeis6ment le terme 
suivant qui devient negatif dans les expressions de D,, D, et D,. Mais tout 
cela est moins important que la theorie des series partielles z,. sur lesquelles 
les recherches ulterieures seront a fonder. 


LWondres. 58. Chancery Lane, 15. Nov. 1848. 





Probleme. 


Donner la solution de l’equation a dillerences 
(— li. — mu-+(l!—m)’) P,. 
- Ia— RI 2m -+2)( —2l + 2m+-1V)P_,n 
- m (u -- 21 — 2m 42) (u + 21 — 2m + 1) Pom- 
— 16/m (Au — (2lI-—- 2m — 4) (+ u)) P_ım-ı = 0 


dans laquelle P,, = 1. (Voyez la „Note sur quelques formules etc.” ) 
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>. 


Über die Behandlung der Lehre der reellen Facto- 
riellen und Facultäten nach emer Methode der 
Einschliefsung in Grenzen. 


(Von Herrn Dr. M. Ohm, Prof. der Mathematik an der Universität zu Berlin.) 





$. 1. 
In Aten Heft 36ten Bandes dieser Zeitschrift, in der Abhandlung: „Über das 
Verhalten der Gamma-Functionen zu den Producten äquidifferenter Factoren,” 
sehen wir eine, zwar vollkommen gründliche Theorie der Factoriellen und 
Facultäten geliefert, dabei aber gleichzeitig bemerkt, dafs der dort eingehaltene 
Weg nicht der kürzeste sei, sondern dafs der einfachste Weg in einer eigenen 
Schrift über „bestimmte Integrale” betreten werden solle. — In der eben 
erwähnten Abhandlung wurden nach und nach folgende Definitionen aufgestellt: 


1. a” — ala-+r)(a--?2r)....[a+(n—1)r], 
wenn n2 positiv ganz ist; 








2 ar — an’ 
’ la+(m —n)r |"! 


wenn mund r positiv ganz sind, m —n aber beliebig positiv ganz, 1, VO oder 
negativ ganz gedacht wird; 


»x 
n|1 . anne =, > 
3. rin! — I tn if e ‚z".dz, 
0 


wenn 1-+n positiv ganz oder gebrochen ist; 


4. ar 


| 





a . 17, ., . . 
wenn r und tn wie — selbst positiv ganz oder gebrochen sind, so dals 


. . . P . 
der Exponent 2 nun schon negativ sein kann, aber an sich noch — —- sein 


mufs. — Ferner 
arlr 





5. a lahm”, 


wenn v beliebig und so grofs genommen wird, übrigens positiv ganz, dals 
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da 





—-.Yv-.n, eben so wie 
a 5 


oder gebrochen, während «a und n jetzt beliebig reell gedacht sind, positiv 


-v zugleich mit » positiv werden, übrigens ganz 


oder negaliv ganz oder gebrochen; — endlich, wenn r negativ, 

6. a" — [n+(n—1)r]"”, 
wo — r dann positiv ist, die Factorielle rechts also bereits eine bestimmte 
Bedeutung hat. 

Durch diese 6 Definitionen war die allgemeinste reelle Factorielle «’" 
delinirt, so dafs ihre Bedeutung feststand, in jedem Falle, wo «, n und r be- 
liebig reell gegeben sind. 

Für alle diese Factoriellen wurde nun bewiesen die Gültigkeit der drei 
Grundgeselze: 


l. a" mE [a-- (n—1)r]"”, 
ll. ar! .(@ _- mr)" oe) a". (a--nry"" E. R, 
Ka 
IA 
1. 7 w.( . 
h 


jedoch letzteres mit der Beschränkung, dafs h nur positiv sein darf, so 
oft der Kuponent n (positiv oder negativ) gebrochen ist. 
Der binomische Lehrsatz für Factoriellen 


„dl 


IV. (a4 by — s| - ar | ) 





silt nur 
e) wenn % positiv ganz ist und ” beliebig. 
7) wenn n beliebig gebrochen oder ganz, positiv oder negaliv, aber r mit. 
r—a—b zugleich negativ ist. 
Ist dagegen n negaliv ganz, oder positiv oder negativ gebrochen, und 
r positiv, so gilt derselbe Satz IV. im Allgemeinen nicht mehr, sondern es 


tritt dann an dessen Stelle der folgende: 
ci . fa+b ) 
sin “ n.sin (EI n mn 

r r + a ; 
. 17, . a+b nr b'! 
sin (* + n)r. sın us nz 

er 


r 





V. (a-by"". art ger |, 





wenn nur #—4—Db mit r zugleich positiv ist; und in dieser Gleichung geht 





*) Die kleinen deutschen Buchstaben stellen hier allemal alle Werthe vor, welche 
nach und nach 0,1, 2, 9,4,...ininf. sind und nie negativ; und das Summenzeichen $ 
stellt allemal die Summe aller für diese Werthe der kleinen deutschen Buchstaben her- 
vorgehenden Glieder vor, 
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) . b 2 
der Ausdruck zur Linken nur dann in (a-+-b)"" über, wenn 2 oder rn positiv 
oder negativ ganz ist, so dafs die Formel V. für einen positiven ganzen Werth 
von » auch noch wahr bleibt. 

g. 2. 
Zugleich findet man aus diesen Definitionen für jeden reellen Werth 
von a, m und 
ar’ 


©) ar— men” für v— tx, 


je nachdem r el ist, d.h. der Werth des Ausdrucks zur Rechten (wo 
le) 


im Zähler und im Nenner ein Product von +» äquidilferenten Factoren vor- 
kommt *)) nähert sich dem nach $. 1. definirten Werthe von a” desto mehr, 
je gröfser die ganze Zahl » genommen wird, und kommt für tv == dem- 
selben unendlich nahe. 

Es ist nun offenbar, dafs man die ganze Lehre der Factoriellen viel ein- 
facher und doch eben so gründlich bekommt, wenn man diese Gleichung (©.) 
unmittelbar vom Anfang an als Definition der Factorielle «”” zu Grunde legt; — 
und man ist dazu um so berechtigter als das Gesetz $. 1. II., welches man 
aus der Betrachlung der Producte äquidifferenter Factoren unmilteibar abstrahirt. 
sogleich (wenn v statt n geschrieben wird) 
ar 


ö4 (a+ mr)’ a a 1. 


mir \m|r 


a 





liefert, dieser letztere Factor («--vr)"" aber, so lange m ganz und endlich 
ist, offenbar desto näher und unendlich nahe mit (»7)” zusammenfällt, je grö- 
[ser v und wenn zuletzt » unendlich grofs gedacht wird **). 





*) Dies gilt, auch wenn v deshalb negativ genommen werden mufs, weil x negativ 
st, doch noch, nur dafs dann die Factorielle im Nenner, ein Product von —v Factoren 
im Zähler bildet, und umgekehrt, während jetzt —v posiliv ganz ist. 

*#) Wir wollen diese Gelegenheit wahr nehmen, einen von den Analysten zwar ge- 
kannten, aber nirgends noch entschieden ausgesprochenen Umstand, hier besonders und 
ausdrücklich zur Sprache zu bringen. Wir haben hier die unendlichen Reihen und die 
Producte von unendlich vielen Factoren im Sinne; man sollte nämlich beide anders schrei- 
ben als dies gewöhnlich geschieht, um beide entschieden und bestimmt ausgedrückt zu 
haben. — Wenn man z.B. den Ausdruck von Wallis für rn so schreibt: 


2.2.4-.4-6-6-8-8-: 





= 733535778. 


so ist er offenbar nicht deutlich genug geschrieben, denn der weniger Geübte könnte 
z. B. den Factor 1 unten, für überflüssig halten, ihn weglassen, dann aber oben und 
unten gleich viel Factoren nehmen, und er würde, je mehr Factoren er nimmt, desto 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 1. 4 














0 


6 5 MM. Ohm, uber Factoriellen und Facultäten. 


Auf der andern Seite giebt es aber noch immer Mathematiker, wenn 
auch die Anzahl derselben in den letzten 50 Jahren stets abgenommen zu 
haben scheint, welche dergestalt an den Methoden der Alten hängen, dafs sie 
eine ganze zusammenhängende und wichtige Lehre höchst ungern auf eine 
Definition gebaut sehen, welche, ehrer Ansicht nach, den Begriff deshalb 





———— — on 


weiter von dem Werthe Ar zur Linken abkommen. — Besser schon wäre es, wenn man 
so schriebe: 


l man 
I Te ne m rn a a ne 
r 333 BB 1 € 3 
aber gewifs ist es am besten, wenn man so schreibt: 
212.212 (v=-oo) 
In= — für r | 


pi. tund ganz )’ 
und den Zusatz „für v—= +00” dahin versteht, dafs dieser Ausdruck dem Werthe von 
‚ze zur Linken für einen sehr grofsen positiven ganzen Werth von », sehr nahe, für 
einen unendlich-srofsen Werth von v aber unendlich nahe kommt. 

Ganz analog mülsten nun numerische und eonvergente Reihen geschrieben wer- 
den, z. B. so: 


da 
s| — e*, für v= +mw und ganz, 
1: 
a+rlı=v 
oder 
r ra +1 \ 5 
D) | A| —sinz, für v=+x und ganz, 
(2a+1)! 
a+b=r 
oder 
x* n 
5 (17-2 | —=cosr, für v=+m und ganz, 
(2a)! 
a+b=r 


u. $. w., weil bei der ein für allemal gemachten Annahme, dafs die deutschen klei- 
nen Buchstaben nach und nach Null und alle ganzen positiven Zahlen 1, 2, 3, 4, etc. 
vorstellen (und nie negalive), die Gleichung a+b = v nichts anderes sagt, als dafs a 
nach und nach alle Werthe 0, 1, 2,3, .... v erhalten soll, aber keinen gröfseren Werth 
als » erhalten kann, weil sonst b negativ sein würde, was gegen die Annahme. — Diese 
Gleichungen sagen also nun, dafs man sich dem Werthe der Ausdrücke zur Rechten sehr 
nähere, wenn man » sehr grofs nimmt, und denselben Werthen «wendlich nahe kommt, 
wenn v wnendlich grofs genommen wird. 

Bei diesen 3 Reihen ist jedoch die untergesetzte Gleichung a+b = v deshalb nicht 
nothwendig, weil, wenn sie weggelassen wird, dem kleinen deutschen a doch nach und 
nach Null und alle positiven ganzen Werthe bis in’s Unendliche fort, gegeben werden 
müssen. Mit Weglassung von a+b=rv mufs natürlich dann auch der Zusatz: „für v=+%” 
weggelassen werden. 

Dasselbe gilt von der Gleichung 


s[-n-- 


a+b=y 
Wenn aber dieselbe Gleichung etwa so geschrieben würde, wie folgt, nämlich 
1 J 1 5 \ ee) 
sl si > —log2, für vi er _4, 
2a-+l 2a+?2 und ganz 
N 


k— . 
a+b => a+= 





| —=log?, für = +&x und ganz. 





( ! 
\oder v-1| 











5. M. Ohm, uber Factoriellen und Facultäten. 27 


nicht fest bestimmt, weil der Ausdruck desselben unendich viele Factoren 
enthält und daher nur dann zugelassen werden darf, wenn noch ein zweiter 


m|r 


analoger Ausdruck gegeben und dann von dem Begriff «”" selbst festgestellt 


wird. dafs er sich sfefs zwischen diesen Grenzen aufhalte, während 
diese Grenzen selbst, je grölser » genommen wird, desto näher an ein- 


so dürfen die untergeschriebenen Gleichungen (a+b = v oder a+b = v—1) nicht weg- 
gelassen werden, weil diese Gleichungen anzeigen, dals wenn man von jeder der beiden 
Reihen zur Linken (welche divergent sein würden, wenn man sie als unendliche Rei- 
hen sich dächte) gleich viele, nämlich »+1 Glieder nimmt, oder von der erstern Reihe 
v+1 Glieder, von der letztern aber nur v Glieder, — dann diese Differenz zur Linken 
dem Werthe log2 sehr nahe kommt, wenn man v sehr grofs nimmt, und unendlich nahe 
kommt, wenn man v unendlich grofs nimmt. 
"Namentlich ist aber für jeden endlichen Werth von », 


sa ]- slarl < log2, 





a+b=rv Hi=v 
dagegen 
73] > 
- log 2. 
s[z- + —S|a.r3 2a+2 m 
a+b=rv a+b=rv-I1 


Am unentbehrlichsten endlich erscheint diese oder eine analoge Schreibweise bei folgen- 
der Gleichung: 


n ei 
m. . [7 | = 41log2, für v=; 
2atl 2a+?2 26 (und ganz)’ 


a+b=v—l +h=Iv—l 
wo die untergesetzten ia a+b=v—1 und a+b = ?v—1 verlangen, dals 
während der Minuend v Glieder hat, der Subtrahend 2» Glieder bekommen soll, und dafs 
unter dieser Vorausselzung der Ausdruck zur Linken dem Werthe $log2 desto näher 
kommt, je gröfser die positive ganze Zahl » genommen wird. — Unvollkommener würde 
dieselbe Gleichung so eu 


1 1 1 | 4% 1 
Gt) -Grts- tw tT- = er 
VOREEOE, Gleichung endlich 
Ri “ cc 
SI +1 I- s(z—] - , lg; u "(und ganz)’ 
a+t=em—l a+bznv—1 
in welcher m und n beliebiges posilive ganze Zahlen sein sollen, wüfste der Verfasser 
kaum zweckmäfsiger auszudrücken, da diese Schreibweise deutlich 'sehen läfst, dafs, wäh- 
rend von der erstern Reihe mv Glieder genommen sind, von der andern Reihe dann 
„vr Glieder genommen werden müssen, wenn die Differenz zur Linken, je gröfser die 


er m 
positive ganze Zahl v genommen wird, desto mehr dem Werthe log2-+ 4log-— zur Rechten 
Mt 


sich nähern und ihm für v = x, unendlich nahe kommen soll. 

Mit dieser Schreibweise verknüpft sich aber dann noch ein eben so einfacher als 
bequemer Calcul, der in dem Il! Theile des „Versuchs eines etc. Systems der Mathe- 
matik ” 2° Auflage, Berlin 1827, unter der Überschrift „Von den combinatorischen Agre- 
gaten” näher beschrieben steht, und welcher namentlich den orofsen Vortheil gewährt, 
die an sich verwickelsten Rechnungen mit endlichen oder unendlichen Reihen zuweilen 
durch weniges Rechnen mit den untergesetzten Gleichungen durch- und zu Ende zu führen. 


„# 
1 Ci 











> 
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ander rücken, und für v=x von einander nur um unendlich wenig ver- 
schieden sind. 

Selbst Gaufs, welcher den Begriff zur Rechten in (©.) in dem beson- 
deren Falle, wo a=r==1 ist, einer nähern Betrachtung unterzogen und durch 
/I„ bezeichnet hat, hielt es für nothwendig, vor Allem zu beweisen, dafs 
dieser Ausdruck //,, trotz seiner unendlich vielen Factoren im Zähler und im 
Nenner, wirklich einen bestimmten endlichen Werth habe. 


Dieserhalb theilen wir nun auch noch das nachfolgende dritte Ver- 
fahren hier mit. 


$. 3. 

Wir setzen dabei von den Factoriellen noch gar nichts als bekannt 
voraus. — Wir stellen hin die Definition der posiliven ganzen Factorielle in 
der Gleichung 

1. a”” — u(a-+r)(a-+?2r)...[a+(m—1)r]; 
wir folgern daraus 
2. ar En 





.® [a+ (m —.n) r |" 

und stellen diese Gleichung als Definition der Diferenz-Factorielle a”"" hin, für 

den allgemeinen Fall, dafs (während »» und n positiv ganz gedacht werden, doch) 

m — n jede positive wie auch jede negative ganze Zahl vorstellt, oder die Null. 
Für diese besonderen Factoriellen stellen wir zuletzt die Wahrheiten 

auf, wie sie hier folgen, nämlich: 





3. a”. (a-mr)" —= a"t"" —= a"".(a--nr)””; 
4. ar — [a + (m—1)r]”"'; 
r 
"A 
Pr | a 
J. a — h".(@) 
h . 
wo m positiv oder negativ ganz, Null oder —=1 ist, eben so wie n. 


Um aber nun zu den positiv oder negaliv gebrochnen Factoriellen zu 
gelangen, stellen wir die nachstehenden Betrachtungen an. 


$. 4. 
1) Ist @ beliebig positiv, jedoch von 1 verschieden; ist x dagegen 
beliebig reell, so ist allemal: 


—( oder =1 ist, 
. a“<1-x(a—1), je nachdem x | zwischen O und 1 liegt, 
Io oder —>1 ist, 
welche drei Behauptungen leicht zu beweisen sind. 
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x i 1 
2) Setzt man nun in 1. I statt «, so erhält man: 
rn . —=0 oder —1 ist, 
11. (- ) >, je nachdem x ! zwischen O und 1 liest, 
a > 0 ” 


<Ö oder >1 ist, 


so lange nur .. positiv ist, also so lange «<< —1 und 4a>0, d.h. so 
lange a negativ und absolut > 1, oder beliebig positiv ist. 
3) In dieser Vergleichung II. wollen wir für die Folge stets a--.x 
mit a zugleich positiv voraussetzen; und da dann auch a+-x--v und av 
für jede positive ganze Zahl v ebenfalls positiv sind, so gelten dieselben Ver- 
gleichungen II. auch noch, wenn nach und nach a-+-1, a+2, a-3,.... 
a--n—1 statt « gesetzt wird. Geschieht nun dies, und multiplieirt man dann 
die Ausdrücke links und rechts in allen diesen Vergleichungen mit einander, 
so findet man, da keiner dieser Ausdrücke negativ oder Null ist: 
—(0 oder —1 ist, 

„ je nachdem x ! zwischen O und 1 liegt, 
<0 oder >1 ist; 

wo a und a--x beliebig positiv, und 2 positiv ganz gedacht sind. 





V\ 


II. (ey: (a+ art 


> ar! 


4) Da x und 1— x beide gleichzeitig zwischen O und 1. und gleich- 
zeitig auch au/serhalb der Werthe von O bis 1 liegen, auch gleichzeitig die 
beiden Werthe O und 1 selbst haben (nur in umgekehrter Ordnung), so kann 
man in der Vergleichung Ill. auch 1— x statt x setzen; setzt man dann noch 
gleichzeitig «— (1— x), d.h. 4+2—1 statt a, so giebt dies 


a+n+ x — IN — ar! . 
IV. ( Ss (ar _ipi je nachdem x elc. etc. *). 
wenn nur a und a--z2—1 positiv sind. 


5) Dividirt man die IV. durch Brent. so erhält man: 























a+xr—1 
atn+tr— IN" = a" ) ur 
( 01 S (aLapm® je nachdem elc. etc.; 
also ist auch, wenn man die 1 durch diese beiden Ausdrücke dividirt. 
atn+r—1I\" — (at), 
V. ( I ) > nachdem x etc. etc., 


wenn nur a und a+x—1 beliebig positiv sind und n positiv ganz ist. (Hier 





*) Wir werden in der Folge diese Bedingungen nicht mehr ausschreiben, sondern sie 
stets in derselben Folge ihrer Linien als dieselbe bleibend stillschweigend vorausseizen. 
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en 


haben die Zeichen —, >> ihre Stellung gewechselt, während die Bedingun- 
oen. denen a unterworfen ist, stets und unverändert ihre Folge-Ordnung bei- 
behalten.) 

6) Sind »n und » positiv ganz oder Null, ist aber m >n; sind ferner 
a und ax beliebig posiliv, so kann man in No. 3. III. statt der dortigen 
a und n substituiren bezüglich «+-n und m—n; und man erhält dann 


VI] ea “— (atn+.)r N 


- - ahnt? je nachdem x ete. etc. 


Multiplieirt man daher hier links und rechts mit dem (steis positiven) Ausdruck 





(a-+.r)"!! h 
——, so giebt dies 
a” ” 


(a+r)"!"! (a--m)* s x (a-+ .zyrl 
(w [1 (u+ n)* Be _ arıı 


v1. „ je nachdem etc. elc.:; 





also ist auch, wenn man auf beiden Seiten mit dem (stets positiven) Ausdruck 
a”'',.a”!.(a+n) ER 
— —— — —— multiplieirt, 
(a+ a)" (a+x)"!" | 


x 


m| n|1 
VI. ee = aa at)“, je etc. etec.. 
wenn nur a und «+ beliebig posiliv, und =» und rn posiliv ganz sind, 
oder 2==0, dabei aber m» >n. 

7) Sind wiederum »=» und nr positiv ganz oder Null und ist wie- 
derum m >> nz; sind ferner «a, a+x und a«+n--x—1 posiliv, so sind noth- 
wendig auch «--n und a-+-m-+-a=—1 positiv. Man kann also in No.5. V. 
statt der dortigen a und n bezüglich seizen «--n und m—n; und man er- 
hält nun: 

IN (etmt NS tetntam 


Be je nachden etc. etc. 
at-n+r—1 (tn)? 
Fyrt 


Multiplieirt man dieses mit dem (stets positiven) Ausdruck — so giebt dies 








(at x)! (a-m+r—1)" — (a+ x)” 
an! (a+-n+ 2 —1)* u ai 


ar! ar! 


(ua+ x)! (a+ a)" 








\. „ je nachdem etc. etc.; 





-(a-+-n--2—1)* mul- 


folglich ist auch noch, wenn dies mit 
tiplieirt wird, 


ar! 
XI. (a--m+x2—1)* 2 


a” 1 
(a+ r)" — (a+ x)" 


wenn nur e und @— x und a+-n-xz—1 beliebie positiv sind. und a und n 
i l o 





-(a+n-+x—1)*, je etc. etc., 


positiv ganz sind oder Null, und a>n. — Dabei haben in den Formeln V.., 
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IX.. X. und XI. die <, >> Zeichen in Vergleich mit den übrigen Formeln, 
die Stellung unter sich verlauscht. 


3) Vertauscht man hier noch ar und rn mit einander, so dafs man 
nun n > m, also m <Zn hat, so giebt dies, wenn man den Ausdruck rechts 
zur Linken schreibt und umgekehrt: 

ai a 


4 nie Rn TUPOTPRERT, Die HET „ABER 7 B 
X. (at .r)mi (a ] MC 1) Br (a+.r)”! a | 


wenn nur @ und «a-+-x und a--m--x2—1 beliebig positiv sind, und m wie 


n-- 2 —1)*, je elc. elc., 


n positiv ganz und a <Zn ist. — In dieser Formel XI. ist nun wieder die 
Folge-Ordnung der Zeichen <, > genau so wie in den Formeln IT— IV. 


und VI— VI. 


9) Ist « und «+ x beliebig positiv und »2 posiliv ganz, so ist allemal 


am! j Ä ; udn. am\i / ““ ; 
[) x u & ee )” > » r » 
Sr (a-m+x—1”< ara (a--ın)”, je etc. elc. 


Denn so wie x zwischen O und 1 liegt, so ist a+-m--2 —1-_a-m, 


XI. 


also auch («--m--2=—1)“< (a--m)‘; folglich u. s. w. 
Ist aber 2 <_0, d.h. negativ, dann ist a -m+- 2 —1<Za-+m, aber 
eben deshalb («-- m -- © —1)" > (a-+m)*; folglich etc. etc. 
Ist endlich 2 >1, so ist (a+m+x=—1) >a-- m, und auch 
(a+-m-+x2—1)"> (a--m)*; also etc. etc. 
10) Aus allem diesem folgt nun: 
Sind « und «--.x beliebig positiv und a» und rn positiv ganz, übrigens 
beliebig und unabhängig von einander, so ist allemal 
. arlı - ar 
T iz ern ea ER \xr nl al —. \X. in ılp le 
XIV. rap (arm E- (aan (a--n)“; je etc. etc. 
Denn ist a =—=n, so ist die XIV. keine andere als die XIII. — Ist 











m > n, so folgt die XIV. unmittelbar aus der Vergleichung der XIII. mit der 
VIH. — Und ist m <<n, so erhält man die XIV. unmittelbar aus der Ver- 
gleichung der XII. mit der XIII., wenn man zuvor in letzterer noch » statt 
m schreibt. 

Diese beiden Ausdrücke zur Linken und zur Rechten der Vergleichung XIV 
rücken einander desto näher, je gröfser m und n gedacht werden. Sind 
m und n einander gleich, so ist der Quotient derselben beiden Ausdrücke 


- u) (45 








) und dieser rückt der Einheit unendlich nahe 


a+m 
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[weil (nach I.) 








ı >= e a+m = er ae) 
a+-m+x—1/ — a+m+xr—1 
ist]. wenn »» unendlich grofs gedacht wird. 
11) Es giebt also allemal nur eine eenzzge (von « und x abhängige) 
Zahl f,.. welche sfe/s zwischen den gedachten beiden obigen Ausdrücken 
(in XIV.) liegt (wenn sie ihnen nicht, nämlich für 20 und für 2=1, 
eleich ist), wie grols man auch die Zahlen m und n» nur immer annehmen 





möge. — Die Definition dieser Zahl fi, ist also ausgesprochen in der Ver- 
oleichung 

vr. ar! . - — arli 

XV. (a+-m+-e—1)”"< fax < Tara -(a-—-n)“, je elc. etc., 


(a+ x)" 
sobald man zur Bedingung macht, dafs solche für «alle beliebigen und noch so 
erofsen positiven ganzen Werthe von m und n gelten soll. 

$. 9. 
Nun kommt alles darauf an, aus dieser Definition der gedachten Zahl f, . 
ihre Eigenschaften abzuleiten, und namentlich zunächst die, dafs sie, so oft x 
positiv ganz gedacht wird, mit dem Producte von x äquidifferenten Factoren 
ala --1)(a--2)...(a--a2—1), welches wir oben (im $. 3.) mit «*“' bezeich- 
net haben, und für x negaliv ganz mit dem ebendaselbst festgestellten Begriff 


von a!" 


zusammenfällt. Dann folgt nämlich von selber, dafs sie (diese Zahl f, .) 
als der allgemeinere Begriff angesehen und abermals durch a“! bezeichnet 
werden kann, während & beliebig reell (namentlich gebrochen), doch so ist. 
dafs a und #@--.x noch posiliv sind, weil wir in dem $.4. überall diese Be- 
dingung gemacht haben und machen mufsten, damit die obigen Schlüsse voll- 
kommen gerechtfertigt werden konnten. 

Entwickeln wir also nun die Eigenschaften der Zahl (Function) f,. aus 
ihrer Definition XV. des $. 4. N. 11. 

B. Zuvörderst erhellet, dafs wenn irgend eine Zahl z zwischen den in 
$.4. N. 11. XV. bezeichneten beiden Grenzen liegt, wie grofs auch »n und n 
. werden mögen, dann allemal 

z —= [ax 

sein müsse, weil die Grenzen einander zuletzt unendlich nahe rücken. 

2) Aus der Vergleichung XV. folgt umgekehrt, wenn man die Ein- 
heit durch die drei Ausdrücke dividirt, und das Resultat zur Rechten jelzt 


links schreibt: 
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(a zyr -. = 1 zu (a+ x)” | ce 
e>- ; (a- N) > En SS al ‚ (a TREE 1) ”) 


a,x 
oder, wenn man mit a multiplieirt, und einen Factor noch mit in die Faclo- 








riellen hineinzieht oder heraus läfst, 
(a+ x)! - (a+ x) 
(a +1)! > far > (a+1)ym=1ll 
Aus dieser Vergleichung, in Verbindung mit $. 4. N. 11. XV. (wenn 
man daselbst «+ x statt a, und 1— x statt x setzt) und der hiesigen N. 1. 








(a+-m-—- ac —1)'". 


Al! 


(an) 





\ 


folgt nun sogleich: 
a 


XVI. f — ' ER l—x oder Fu . 5 tv, ix ne a, 
a,x 


wenn nur a und 4--x beliebig posiliv sind. 





3) Setzt man in XVI. a--x stalt a und 1— x stalt .c, so folgt noch. 
weil (a +2) +(1— x), d.h. «-;-1 noch positiv ist, so wie a und a--x po- 
sitiv vorausgesetzt werden, 








rar +, = a - 25 
folglich, wenn man diese Gleichung durch die XVI. dividirt, 
r fa+ı.x a+x i Ä 
XV. rar — oder a.farıx = fax-(a--2), 
a,x 


wenn nur a und a--2 posiliv sind. 
4) So oft x eine positive oder negative ganze Zahl, aber necht x — 1 
ist, eben so oft hat man: 
XV. a‘ > a*, wenn a und 4--x positiv, 
XIX. a" <(a-+x—1)‘, wenn a und 4-+-x—1 posiliv: 
wie leicht bewiesen werden kann. 
Aus $. 3. N. 3. geht aber unter denselben Voraussetzungen hervor. 
wenn nur auch mn und n beliebig positiv ganz gedacht werden: 

















m|l j n|1 | . 
„den Sy Me reg, ‚(a--n)", 
also nach XVII. und XIX. auch 
ar 1)x xt arlı ae 
(a+ x)” A > ra 





*) Wir schreiben die Bedingung: 


je nachdem .r ! zwischen O und 1 liegt, 
| aufserhalb d. R. von O bis 1 fällt, 
deshalb bei den einzelnen Vergleichungen gar nicht mehr hinzu, weil wir sie genau in 


Yale oder =1 ist, 


derselben Folge- Ordnung stets stillschweigend hinzugefügt uns denken. 
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wobei 2 <Z0 und —1 (und ganz) gedacht worden ist. Da nun, so lange .c 

ganz ist, der Fall, wo © zweschen 0 und 1 liegt, nicht vorkommen kann, 

und für 20, wie für 2 =1, die 3 vorstehenden Ausdrücke offenbar ein- 

ander gleich sind, so giebt diese letzte Vergleichung, wenn man sie mit 

$.4. N. 11. XV. zusammenhält, nach N.1. des laufenden Paragraphen, sogleich 
ÄX. Van u er, 

so oft x positiv oder negativ ganz oder Null ist. Also ist f„x der allge- 


xl 


meinere Begriff der Factorielle a“, wo « und & beliebig ganz oder gebrochen 


sein kann, wenn nur die Bedingungen, dafs « und a-—-x positiv sein müssen, 


erfüllt sind. — Man kann also die Bedeutung von a“! 


‚ für einen reellen gan- 
zen oder gebrochenen Werth von x, für welchen noch «--x mit «@ zugleich 
positiv ist, dahin erweitern, dafs man von nun an die in der N. 11. des $. 4. 


definirte Zahl f, „ darunter versteht; was hiermit geschieht. 


$. 6. 

Nun kommt es darauf an zu untersuchen, ob für diesen allgemeineren 
Begriff noch dieselben Gesetze gelten, welche für die Factoriellen mit (posi- 
tiven oder negativen) ganzen Exponenten im $. 3. NN. 3 — 5. bereits fest- 
gestelli worden sind. 


1) Es ist aber nach XV. N. 11. des $. 4., wenn wir diesmal blofs 
x >> 1 vorausseizen (und a positiv), 




















m|l n|1 
d a ' 
@L. —(4+-m+2—1) > .fa--n)* 
(a+ x)” \ r > fa, x en (a+x)”" \ i >» 
also, wenn man mit a--.c multiplieirt, 
arlı arlı 
3. — (a-m+-2—1 a-—+xr).f | (a-Ln\“ 
| (a+.+ 1)" an at Tax — afafıpn ern). 
| ar m _ (a+.x+m)*+' 
Aus (a-zce+m—| a-+-x2--m)*, d.h. < , folg 
( | <C ” ge olgt abeı 
ar! N N \x arlı | 
v m (a--2--m—I1) a—-xc-- m), 
d (a+xc-+ sy ( | i - u +4) ml ( | 7 ) 
Ferner ist 
a”! a+n er 








(at et atrtn (at +j" 


also, weil a-n<a-x-n ist, auch 


nIL n+-1li 
a” Gar an 


(a- r $£ a Hirt 


— 


Ö. 


(un N 


BT 
ru) _- "(ata + pr (a rn, 
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und letzterer Ausdruck = Term erw". Aus der Vergleichung 7 


oe. und d. mit einander folgt also um so mehr 


arii arlı 


arm arm" D>la rw) far > rm (arm, 


wie grofs auch m und n gedacht werden mögen. 








Weil aber zwischen denselben Grenzen (nach XV. $.4. N. 11.) auch 
f..x;ı liegt, so folgt (aus $.5. N. 1.) 
XXI. faxrı = fax-(a+2), d.h. at! = a.(a-+r), 
während jedoch £ > 1 vorausgesetzt worden ist, übrigens ganz oder gebrochen. 


Liegt aber x zwischen O an 1 und ist « (also auch «--x)) positiv. 
so ist (nach XV., wenn daselbst »n--1 statt m gesetzt wird) 


ad u: X Tr mn): 


(a Tr)” T -(a-+n)* A; a,X > u — ° 








also ist auch, wenn man mit «+ x multiplicirt, 
arıı am+ıll 
a--n)“ > a--x a—-c+m)“. 
(a+x +17 ( ) ” Fa,x ( n >> (a+tx +1)" ( J 
Nun ist aber, wegen (a+-n-+-.x)“* >(a--n)‘, auch 
a”! ) | PR a”! j; 
(a- cn Yo a+n) 
(a+c +1)" ( | I ) (atx +1)yrıl ( + 
so wie noch, wegen (a+x2--m)“ > (a-+m)*, 
am+ill arii 
). - (a+-x2-- m)“ > 
(a+x+1)”| (a+x-+1) 
Also folgt aus £., e. und 7., dafs um so mehr sein werde: 
m]i 
a 


“ ) 1. 
(a +xr +1)" (q rt + n)“*' en a,x * (ax) _ (a+xXx+ gr " (a 7m)“ . 


in welcher Vergleichung noch, wenn man will, m und x mit einander ver- 


€. 














E 2 
u. 





) 





m (a-- m)“. 








tauscht werden können. 
Da aber, der Voraussetzung zufolge, jelzt «--1>>1 ist, so liegt 
nach XV. zwischen denselben Grenzen auch fx}, so dafs die obige XXI. 
nun (nach 8.5. N.1.) auch erwiesen ist, wenn x zwischen O und 1 liegt. 
Eben so findet sich die Gleichung XXI. noch bestätigt für e—=0 und 
für e=1; folglich gilt sie für © beliebig positiv oder Null. 


Ist nun # und x positiv (also auch a-- x), so hat man, wie so eben 


bewiesen 


ne (a + x) a Fax ; 
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aber nach $. 5. N. 2. XVI. ist auch, wenn a und a-+-.x positiv sind, 


En A Me 
und noch, wenn man hier bezüglich «+x statt «, und —x statt x setzt 
(weil dann «--z—.r, d.h. 4 (also wiederum positives) statt a--x zu ste- 
hen kommt) 
4 Kx, ae Base ax. 
Multiplieirt man daher diese leiztern drei Gleichungen mit einander, so er- 
giebt sich: 
a Ra ER A +x,1—x 9 

wenn nur a und «= positiv sind. Setzt man nun hier a+-x statt a, und — x 
statt x, und setzt man ‘das neue x negaliv voraus, aber das neue a--x po- 
sitiv, weil das alte «, wofür jetzt «--. gesetzt worden, positiv sein mufste, 
so ergiebt sich die Formel XXI. noch einmal unter der Voraussetzung, dafs 
a und @--.x positiv sind, auch wenn & negaliv ist. 

Also gilt die Formel 

XXI. fax = fax (at2), dh at al (a1), 

für jeden reellen Werth von x, so lange nur @-+-x mit @ zugleich positiv ist. 

2) Aus $.5. N.3. XV. folgt ferner, wenn @ und a--x--1 posiliv 
sind (indem man daselbst z--1 statt x setzt), 

(a-- c+1).fa,x4ı — 4A4.Ja+1,x+13 
nach XXI. ist dagegen (wenn «--1 statt a gesetzt wird) und so lange «-H1 
mit @--.2--1 zugleich posiliv ist, 
EM = Say, x.(a+-c2+1); 
folglich ist noch, wenn man beide Gleichungen mit einander multiplieirt, und 
zugleich 2—1 statt x setzt, 
XXI. ("= ae CC 

wenn nur a und @--x positiv sind, während «© gebrochen und, so weit es 


die vorhergehende Bedingung gestattet, auch negativ sein kann. 


3) Setzt man aber in der Formel XXI. nach und nach 2-1, x --2,... 
c-+m—1 statt x, und multiplieirt man alle erhaltenen Gleichungen mit einander 
und mit der XXI., so erhält man 


XXI. "REDE iger (a+z)"", DW a‘! .(a-, Sy", 
wo aber nur x beliebig reell, dagegen »n positiv yanz vorausgesetzt worden 


und «--x mit « zugleich positiv. 

















’» 
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Behandelt man die XXI. ganz auf analoge Weise, indem man a--1. 
a--2,... a+m—1 statt a selzt und gleichzeitig e —1, 2 —2,... e—m-1 
stalt x, etc. elc., — So folgt noch, ganz unter denselben Voraussetzungen: 

XXIV. Fa ee a RER d. h. a‘! arpre ar! (a L- aan? 


\ 


Setzt man ferner in XXI. &=-- on stalt x, so folgt auch noch aus der 
Vergleichung mit der XXI., unter denselben Voraussetzungen, 


XXV. fax-(a +2" —a".. forma; 4.h. ar. (a 2)" — a. (am). 
$. 7. 


Dafs aber dieselben Formeln XXIH., XXIV. auch für gebrochene, po- 
sitive oder negative Werthe von zn noch gelten, so Zange nur in jeder Factorielle 
die Basis, und die Summe aus der Basis und dem Exponenten,, positiv voraus- 
gesetzt werden, wird auf dem hier beiretenen Wege nun, wie folgt bewiesen. 

Sind « und «—1 und y—1 beliebig positiv (ganz oder gebrochen). 
so ist nach der Definition N. 11. $. 4.. wie grofls auch die positiven ganzen 
Zahlen m und n gedacht werden mögen, 


arm latztm 1" > fu. > gm (at) 








und unabhängig davon noch 


(a+ a)! E13 R Br (a+ xz)"!! ER ” 
(a+x+y)"" (a ) ry m 1)" > X,Y > (ats (a ni N). 


Multiplicirt man daher beide ee mit einander, so folgt, da alles 








positiv ist, 
ariı 


(te +p"" 
arı! | | 
> A x° Farz, Yy > (a+-x+y" -(4-- n)“ .(a ren). 





(a+-2-m—1).(a+-2--y—-m—1) 





Nun ist aber offenbar 
(a+x2--m—1)" <(a+-0--y--m—1) 


(a+xe-+n) > (an); 


also ist auch der erstere Ausdruck in («.) Aleiner als 


und 


arlı 


(ar vn —1Yyt 
P. (a+ Ey)" (a Fr Y Hm 1) 
und der dritte Ausdruck der Vergleichung («.) gröfser als 


art 


(«tat y)"" 








un)“. 

















38 5. M. Ohm, über Factoriellen und Facultäten. 


Also ist. wenn man den Ausdruck (/.) an die Stelle des erstern Ausdrucks 


(«.),. und den Ausdruck (y.) an die Stelle des dritten in («.) schreibt, um 


so mehr 
arı ar! 


d. TER (#2 Ye) >f u fer > aLaIypi (a+n)“", 
d. h. es ist (nach $.4. N. 11. und $.5. N.1. und weil noch 2-+y —>1 ist) 
AV. Sfr ln Ch Hr. tet, 
wenn nur a und 2—1 und y—1 beliebig positiv ganz oder gebrochen sind. 
d. h. @ positiv und 2>1 und y>1. 


Aber, auch wenn y<1 ist, kann man doch immer eine posilive ganze 
Zahl n so nehmen, dafs y+-n>>1 ist, also dafs man nach XXVI. 


” Ay rn na a,x+y+n 
hat, so lange nur noch 2 >1 ist. Dividirt man nun diese Gleichung durch 
(a--2--y)'", so erhält man dann XXI.) 


XXVI. Mi mr PUR ge fe, x+y9 d.h. ae. (az)! = ar, 


wenn nur a und «--z und a+-x--y beliebig positiv sind und x —>1 ist, 











während bereits y = 1, also selbst negativ sein kann. 
Nun ist endlich das Product 


| m|l 
Fa u (a ay x) | farm, y-m) 
so lange a, a--x und a--x--y beliebig positiv sind und »n positiv ganz ist, 
(nach 8.6. XXIT— XXIV.) einmal 


Mi x+m°’la+x-+m,y—m 


ein M nd a %7 


folglich sind auch beide letztere Ausdrücke einander gleich; d.h. es ist 


und ein andermal 


(C.) "PER ABO na " PR, SUERFEEENEEENN 9 
wenn nur a, a-—-x und a--x-+y beliebig positiv sind und >» positiv ganz ist. 
Ist nun 2 -_ 1 und auch y=1, aber m so grofs gedacht, dafs 2 --m—>1 
wird, so ist in vorstehender Gleichung ((.) das Product zur Rechten (nach XXVII.) 
wieder —f,.. x.,; also hat man auch 

ZEVE Selen ah a! (a+-x)" — ar, 
es mag x -_1 und eben so v1 sein, so lange nur a und a--x und 
a--.0--y beliebig positiv sind. 

Die Haupteigenschaft der Factoriellen gilt also, so lange nur noch die 

Factoriellen. ihrem zu Ende des $.5. aufgestellten Begriffe nach, existiren. 
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S. 8. 
Ist x eine positive gerade Zahl, also 4x eine positive ganze Zahl, 
so ist allemal 


(©.) a — WR, (a+1)P7 — 2%, (La), Aa-1)T, 
wie in die Augen fällt, indem man von dem Producte links die alternirenden 
Factoren nimmt und zuletzt noch das Gesetz $. 3. N.5. anwendet. Soll nun 
die Gültigkeit derselben Gleichung auch bewiesen werden für den Fall, dafs x 
beliebig reell ist, wenn nur « und @--x positiv sind, so kann man wie folgt 
verfahren: 





Es sei zunächst « und 42 —1 positiv, so ist nach XV. 
(zaymı f La)rlı £ 
(datzayrı Garzetm N > fa > Gatseyi' 3a+n)i* 


und 


(4a+ı)rli a; 7 (dat yet 


aa rem > fan > GT m datt)“. 








Multiplicirt man nun diese Formeln mit einander und mit 2°, so erhält man 
mit Zuziehung der Formeln des $. 3. und der obigen Formel (©.). in so 
fern m und n positiv ganz gedacht werden, 


ar 


(a+ x)" 





(a—- 2 -+2m — 2)". (a-+x 2m —1)'“ 
ar 


> fine han > app (ern. (a+ 201) 





Nun ist aber 
(a-- 2 -- 2m —1)* > (a+.x--2m — 2)“ 
und 
(a+2n)‘“ < (a-+2n--1)'*; 
also folgt um so mehr (aus der Vergleichung «.) 


’ ar 5 a?” n|1 
Pr EEE rs 2° Prasye + fratt,ie > (a+.x rail (a -+?n)“ 


und da zwischen denselben Grenzen (nach N. 11. des $. . auch f.. . liegt, 
in so fern 4x2 — 1, also auch x > 1 vorausgesetzt ist, so folgt hieraus und 
aus $.5. N. 1. 
(5.) 2° „Fpa,3x MlattHie, he Bun nr 

welches der Satz (©.) für den Fall ist, dafs 4x > 1, also & > 2, wenn auch 
gebrochen, gedacht wird. 

Ist nun blofs « und «--x positiv und nicht 4x — 1, so kann man 
doch eine positive ganze Zahl m so nehmen, dafs m --}x >1, d.h. 2m -x>>2 
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ist, und dann hat man (nach dem so eben erwiesenen, wenn x--2m stalt x 
sesetzt wird ) 
A «Fra, Ix-+-m [ja+4,1x.+m — J[a,x-+?2m* 

Nun ist aber nach der Formel (©.), wenn 2m statt x gesetzt wird und a—+=x 
stall a, 

2” (Aa--ir)"!.(da11-112)""! — (a12)""; 
dividirt man daher die vorhergehende Gleichung durch diese letztere, so er- 
hält man nach der Formel XXIII. des $. 6. augenblicklich wieder die obige 
Gleichung (&.), d. h. die Gleichung (©.) für den Fall, dafs «a und «a—+x 
positiv. Also gilt die Gleichung (©.) für alle im $.5. zu Ende, definirten 
reellen Factoriellen, wie auch die Exponenten übrigens (positiv oder negativ. 
ganz oder gebrochen) sein mögen. 


$. 9. 


Wir wollen hier abbrechen, da es leicht ist nach diesen Mustern auch 
die übrigen Hauptgesetze der Factoriellen auf demselben Wege zu erweisen. 

Wir fügen aber noch Folgendes hinzu: 

Nach dem in den $$. 3 — 8. Gegebenen ist die Factorielle a*" für 
den Fall definirt, dafs « und «--x beliebig positiv sind; alle erwiesenen 
Gleichungen zwischen Factoriellen sind also unter der Voraussetzung er- 
wiesen worden, dafs für jede in diesen Gleichungen vorkommende Facto- 
rielle 5°", sowohl 5 als auch 5--2 positiv sind. Es läfst sich aber, wenn 
man will, nachher noch zeigen, dafs gerade unter dieser Voraussetzung allemal 


und auch nur dann 


BR u — u 
b 





ist. so oft 
[ er.y.dy == T' 
0 

geselzt wird, wo » positiv gedacht werden mulfs. 

Die in den $$. 3— 8. erwiesenen Sätze gehen also gewissermafsen 
über die Gamma-Funclionen nicht hinaus, wenn unter letzterer das vorste- 
hende bestimmte Integral verstanden wird. 

Will man deshalb jetzt noch allgemeinere Begriffe feststellen. so mufs 
man noch definiren 





arı 
I. Fun — (at a)” PER 











)» 
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und »2 grofs genug nehmen und posiliv ganz, so dals «--m und a--ın--.« 
positiv werden, wie auch # und x beliebig reell gegeben sein mögen. Da- 
durch ist dann, wenn wieder a*' — f,,„ genommen wird, der Begriff der 
Factorielle a*'' definirt, während « und = ganz beliebig reell sind. 


Ferner mufs man dann deliniren, wenn ” positiv ist 
ar am (ar, 
” — x 
und 
1. a= (a—(z—1)r)‘*, 
und für diese erweiterten Factoriellen die Gültigkeit der Grundgeseize der 
Factoriellen noch einmal erweisen. 

Schliefslich mufs aber der Verfasser hier noch ausdrücklich dagegen 
sich verwahren, dafs er selbst als Lehrer geneigt sei, die Lehre der Facto- 
riellen auf dem hier bezeichneten Wege vorzulragen. Im Gegentheil hat er 
als Lehrer solche Methoden, wie die so eben nachgewiesene, stels ver- 
mieden. Es hat aber für den Analysten als solchen einiges Interesse auch 
dergleichen Wege einmal versucht zu haben. 

In materieller Beziehung angesehen, so giebt die XV., wenn «1 
und 2= x —1 geselzt wird, in so fern fi :-ı = I. wird, jedesmal zwei 
Grenzen, zwischen denen der Werth des bestimmten Integrals /', stets liegt. 
und die einander immer näher rücken, je gröfser die ganzen Zahlen ar und n 
senommen werden. 

Dies hat aber für die numerische Berechnung von /' seinen pracli- 





schen Nutzen. 
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42 6. Gudermann, von sphärischen, einander beruhrenden Kreisen. 


6. 
Die Gesetze der Succession einer Reihe sphärischer 
Kreise, von welchen jeder den nächstfolgenden und 
zugleich zwei feste Kreise berührt, deren einer im 
Innern des andern enthalten ist. 


(Von dem Herrn Professor Dr. Gudermann zu Münster.) 





1. 

W en zwei feste Kreise auf der Kugel sich berühren, von welchen der eine 
im Innern des andern enthalten ist, so läfst sich eine unendliche Reihe an- 
derer Kreise so beschreiben, dafs jeder nicht blofs jene beiden Kreise, son- 
dern auch den nächstfolgenden in derselben Schaar berührt; und diese neuen 
Kreise befolgen einfache Gesetze, welche im achten Bande dieses Journals 
Seite 160 und f. f. von mir ausführlich untersucht worden sind. Wenn aber 
die beiden ursprünglichen Kreise aus den Mittelpuncten M und M’ (Taf. 1. Fig. 1.) 
mit den Radien MA—=R und MA'—=R so beschrieben worden sind, dafs 
dieser im Innern jenes Kreises enthalten ist, ohne ihn zu berühren, so läfst 
sich ebenfalls eine unendliche Reihe anderer Kreise zwischen den genannten 
beiden Kreisen so beschreiben, dafs jeder von ihnen nicht nur die beiden gege- 
benen Kreise, sondern auch seinen Nachbar berührt; diese Reihe von Kreisen 
läfst sich sogar bis ins Unendliche fortsetzen, wobei sie Gesetze befolgen, die 
der Gegenstand der nachfolgenden Untersuchung sind. 

Damit der Kreis (M’) im Innern des andern Kreises (M)) enthalten sei, 
mufs R’< R, und wenn die Centrallinie MM’, oder der Abstand ihrer Mittel- 
puncte von einander, durch 2E bezeichnet wird, so mufs sogar, wenn keine 


Berührung unter ihnen Statt finden soll, 

R—R>?RE 
sein. Ist AB der Durchmesser des Kreises (M) und A4'’B’ der Durchmesser 
des kleineren Kreises (M’), und befinden sich die Mittelpuncte M und M’ 
in diesen beiden Durchmessern, so ist AA’ die kleinste und BB’ die gröfste 
Entfernung der beiden gegebenen Kreise von einander; es sei dann 


AA’ — 2H und BB —?2K, so das K>H. 
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Da nun 2E--R’-2H—=R und ?E+-R—2K—R ist, so finden sich 
rückwärts 
1. H=4R-R)—E ud K=![(R—KR)--E. 
Werden AA’, BB’ und MM’ durch die Puncte a, d, CE halbirt, so ist 
aA—=a4—=H, bBB=IB'—K ud CM—=CM—=E. Setzt man zur 
Abkürzung 
UKR-R)= A=.arctang(a) und 4(R— R) = D = arctang(d). 

so ist, den vorigen Formeln gemäfs: 

H=D-E ud K=D-E,; 

| a ie ud = A-—D. 


Beschreiben wir nun einen beliebigen ersten Kreis (ın) aus dem Mittel- 
puncte a» mit dem Radius 7, welcher die beiden gegebenen Kreise in ? und 73 
berührt, und ziehen die Hauptbogen Mm und M’m nach diesem Mittelpuncte m, 
so ist, wegen dieser Berührungen , 

Mm = R—r = A-D-—r, 

. ee 
Hieraus folgt Mm--Mm=-24. Da aber die Summe der Entfernungen des 
Mittelpuncts »a von den Mittelpuncten der beiden gegebenen Kreise unver- 
änderlich ist, so zst die Ortscurve des Mittelpuncts m eine sphärische 
Ellipse, deren Mittelpunct der Punct C, deren Brennpuncte die Mittel- 
puncte M und M' der gegebenen Kreise, deren grofse Halb- Are Ca—=Cb 
— A—=4(R-R) und deren Excentricitäit ÜUM—=CM'— E ist. 

Jeder Kreis also, welcher die beiden gegebenen Kreise berührt, hat 
seinen Mittelpunct in dieser Ellipse amdbd'a, in welcher a und 5 die Scheitel 
der grofsen Axe sind. (Man vergleiche des Verfassers „Grundrifs” der analy- 
tischen Sphärik $. 74. und $. 75.) 

Ist die kleine Axe dieser Ellipse 2B, also B die kleine Halb-Axe, so 
ist cos A—=cosB.cos E; setzen wir also zur Abkürzung 


tangB—=b und tlangE=e, so ist, weil tang A —= a ist: 


Buy [a’— .e* 


4. Ki 





1-+e? 
Wird vom Mittelpuncte zn das sphärische Perpendikel mP auf AB gefällt, so 
ist in den rechtwinkligen Dreiecken MPın und MP 


cos Mm — cos MP.cosPm und cos M'm = cos M'P.cos PM, also 
6* 
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cos Mm  _ cosMP . cos(R—r) _ cos(E+CP) 
cos M'm ” cosM'P cos(k'+r) cos(OP—E)’ 


cos(A-D—r) _ cos(GP+E) 
cos(A—D-+r)  cos(CP—kE)’ 


und hieraus findet man durch eine leichte Entwickelung die Formel 


9. tang(D—r) — ne ansCP, 


nach welcher sich die Gröfse des Halbmessers r des neuen Kreises aus dem 








oder auch 











Abstande der sphärischen Projection P seines Mittelpuneis vom Mittelpuncte C 
der Ellipse bestimmen läfst. Will man nicht diesen Abstand, sondern stalt 
seiner die excentrische Anomalie des Punctes m als gegeben ansehen und 
diese durch g bezeichnen, so ist (wie im $.75 oder $. 83. des „Grundrisses 
der analylischen Sphärik”) tang CP ==tang A.cosy, und also 
tang(D—r) — tangE.cosy, oder auch 
d—ecosp_ 
1-+decosp 


Dieser Formel gemäls läfst sich, wenn @ gegeben ist, die Länge eines dem 





6. tangr = 


Radius rm gleichen Hauptbogens sehr einfach geometrisch construiren. 
2. 

Wird nun noch ein zweiter Kreis »w construirt, dessen Radius r’, des- 
sen excentrische Anomalie a’ ist und welcher die beiden ursprünglichen Kreise 
und y und y', hingegen den vorigen Kreis m in d berührt, so ist der Haupt- 
bogen nm’ —=r--r'; und werden die Winkel nM'A=v, m" M'A=v' se- 
setzt, so ist mM’ ein sphärisches Dreieck, dessen eine Seile mm" —r-r' 
ist, und dessen andere Seiten M'n—=A—D-+r und Mn’ —= A— D-r' 
den Winkel m M'mn’ —=v’—v einschliefsen. Daher ist, der sphärischen Trigo- 
nometrie gemäls: 








; u sinr.sinr’ 
nn An y sin A— D-+r)sin A—D+r") 
s t P j > k 
Da aber — r —— un N ist, so findet sich durch 





sin(A—D-+r) sin(A—D)+cos(A—D)tangr 
Anwendung der Formel (6.): 














sinr . afi+a?® d—ecosp 

sin(4A—D + r) Eu / 1 +d? "a—ecosp und ebenso 
sin r’ _.„/A+a?* d—ecosg j 

sin (A—D+r) NY 14+d? a—ecosg'’ also ist 


1-+a? (d—ecosp)(d— ecosg') 
4( . ne 
siny(0@ —v) = ] - Ylıar (a— e cos p)(a— e cos’ | 


=} 
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Benutzt man nun die Ausdrücke der wahren Anomalieen v» und v’ durch die 
excentrischen und ', so ist (nach $. 75. des „Grundrisses der analytischen 
Sphärik” ) 





| are |  a+te 
in 1 1 ee ’ 
sin 4v — sin} p- ae a—ec0sp’ sınz3v —=sındgy- \ ee - 
> ’ / a—e Bu ne 
cos 4 vu — 00539] ZEIG cos4v' — cost y'- / rn ren 


woraus, zusammengeselzt, 


sin} (v’—v) — siny(p’— Y).v(a’— e?) 
Y((a— ecosYy)(a—ecosg')) 





folgt; und wird dieser Werth in der Gleichung (7.) substituirt, so entstehl 
der einfachere Ausdruck 


ai a 1 
sin Ip —y).(a —e) — Ir (d— ecos Be 
Da ferner (d— ecosp)(d—ecosyp') = d’— de(cosy + cosy')-+e’cospcosgy' 


— d’— 2decos}(y'+Y)cos4(pP—Y)—+ e(cos’L(p' +) — sin’4(p'— Y)) ist, 
so erhält durch die Substitution dieser Gleichung die vorige nach einer leichten 
Umformung die Beschaffenheit, dafs daraus die Quadratwurzel gezogen werden 
kann und es entsteht die Gleichung 
y(@—d’)y(1--e).sin4(g'—Y) = y(l-+a?).((deos Kyp'—y)— ecosiy'+Y)), 
oder auch 
3. sind(p' — Y).y(sin’A— sin’D) 

— sinDcosKcos4(y' — y) — cosDsin E.cos 4 (y'- 
welche eine metrische Relation unter den excentrischen Anomalieen y und y’ 
der beiden Mittelpuncte »» und »n’ ausdrückt. 

Nicht ganz so einfach ist die Relation unter den wahren Anomalieen » 
und v’, welche sich auch aus der vorigen Gleichung herleiten läfst; nemlich 
9. (si A — sin’ D)sin} (vo —v) 

— (cos’Esin Asin D — sin’ E cos A cos D) cost (v’ — v) 
— sin Ecos Esin 4 A— D) cos} (v' --v). 
Löset man die vorige Gleichung auf in Ansehung von tangty’, so erhält man 


sin H-+Y(sin Rsin R').tang}y 
—— Y(sin Rsin R’) — sin K.tang4p 





10. tang}y’ 


und hiernach läfst sich aus der excentrischen Anomalie des Mittelpuncts 
des ersten Kreises unmittelbar die excentrische Anomalie des Mittelpuneis zn’ 
des nächsten Kreises finden, der _die beiden ursprünglichen Kreise (M) und 
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(M') und zugleich den Kreis (»”%) berührt. Es kann die letzte Gleichung 


auch also dargestellt werden: 
sinDcosE— cosDsin E.cosgy 
v(sin Rsin R') — cosDsin kEsin 


3. 

Eine viel wichtigere Umformung erhält man aber noch, wenn man die 
Centralliniie MM'=—?2KE äufserlich durch einen Punct f so theilt, dafs die 
Sinus der Abstände dieses Puncets von den Mittelpuncten M und M’ sich 
zu einander verhalten, wie die Sinus der Radien der beiden Kreise (M) 
und (MM) selbst, und über derselben grofsen Axe ah==2A noch eine zweite 
Ellipse construirt, deren einer Brennpunet jener Punct f ist. Diese Ellipse 
schneidet dann die von den Mittelpuncten m, mn’, m” etc. auf AB herabge- 


‚ L/ın’ u 
tangz3(p —Y) = 





„ 


lassenen Perpendikel in den Puncten «@, «, «' etc. dergestalt, dafs die Winkel 
afe', a'fa", @" fe” etc. sich immerfort gleich bleiben. Setzen wir die Excen- 
trieität der neuen Ellipse Cf= E’ und tang E’=e, so verwandelt sich die 
Proportion 

sinMf __ sinR sin(E+E) _ sin(A+D) 


sind f sinkt " sind®’—E)  sin(A—D)’ 
dere _ _ ayrd 


Fe 


11. e' = 


oder auch in 











„ und hieraus folgt 





«ae 
d 
Da ad ist, so ist auch e >>e, d.h. der Punct f liegt wirklich in der Ver- 


läneerung von MM. 


Da ferner < — — —- Er und nach der Annahme R— R’>2E, 
also 4 R—-R)>E, mithin auch tang E <tang4(R—R)) ist, so ist ! <a; 
d.h. es ist Cf<Ca; daher liegt der mehrerwähnte Brennpunct f der neuen 
Ellipse wirklich zwischen M’ und a. 

Der oben in No. 1. angeführten Gleichung tang CP = tang A.cosy 
vemäls ist die excentrische Anomalie g des Puncts »n der ersten Ellipse über- 
einstimmend mit der excentrischen Anomalie des Puncts «; folglich stimmen 
überhaupt die excentrischen Anomalieen der Mittelpuncte m, m’, m” etc. über- 
ein mit den excentrischen Anomalieen der Puncte «, «', «” etc. Eine andere 
Bewandnifs hat es aber mit den wahren Anomalieen. Bezeichnen wir die 


. . ’ 
wahren Anomalieen der Puncte «, «', «” etc. der Reihe nach durch y, w, " etc.. 


a-+e 


-=€ 








.„ die Formel 


so erhalten wir. ähnlich der Formel tang 4} v = tang $Y 























be 
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! 
tang 4 — tang}p- TS für den Punct «@ der neuen Ellipse. Wird hierin 





der obige Werth e — T substituirt, so ergiebt sich 


tangdy == lang wlan und eben so 


tangy p' — tang 4. ]/ I 

worin y=afe und w—=afe' ist. Mittelst dieser einfachen Formeln läfst 
sich die Relation (8.) zwischen g und %’ in eine Relation zwischen ı und ıy 
umsetzen. Da nämlich, der Formel (8.) gemäfs , 





y(a® — d’).y(1--e’).(tang Lp'—tangiy) 
— Y(1-+a’).(d—e+(d--e)tang}y'tang}y) 
ist, so erhält man die Gleichung 


ya — 3) yA+E)- Gr (lang 4 —tang }u) 


— (14 a).(d—e).(1-4- ang }y/tang }y). 
./i+a?” _/d’—e? dh 


1te Ya’ —q@’ 
sin(D in(D— in#H.sin K 
lang 3(y — y) = ee Van a 
Dieser Formel gemäfs ist also die Gröfse des Winkels W—w, d.h. der Win- 
kel «fe', nicht nur unabhängig von der Gröfse der Radien # und r’ der beiden 
Kreise (m) und (), sondern auch unabhängig von der Lage des Mittel- 
puncts »» in der ersten Ellipse, und es ist daher ganz einerlei, an welcher 
Stelle zwischen den beiden gegebnen Kreisen (M) und (M’) der erste Kreis 
der Schaar m, an’, mn’, etc. construirt wird. Wenn der erste Kreis (m) nur 
die beiden gegebnen Kreise, und jeder folgende Kreis jener Schaar nich! 
nur die beiden gegebnen Kreise, sondern auch seinen Vorgänger berührt, so 
sind die Winkel 


oder auch tang4(w— w) — 








ofa', afa', «fa, etc. 
immer von derselben Gröfse. Wird dieser sich gleichbleibende Winkel, welcher 


nur von der Lage und Gröfse der beiden gegebenen Kreise abhängt, durch # 
bezeichnet, so ist 


ip — ‚inH.sinK 
m VRR 


Da sin H.sinK = 4(cos?E—cos(R—R’)) ist, so kann die vorige Formel 
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auch so dargestellt werden: 

cos®E— cos(k — ER’) 
’ 2sin RK.sin &’ 
Nach der anfänglichen Formel läfst sich der Winkel #' auch durch eine leichte 
geometrische Construction finden. Construirt man nämlich ein sphärisches 
Dreieck aus den drei Seiten R—R', \R-+-R')+E' und 4(R--R)—E, so 
befindet sich in diesem Dreiecke der Winkel F'; und zwar der Seite R— KR 
gegenüber. 





tang 1 #' — 


Nimmt man den ersten Kreis (m) willkürlich an, und läfst darauf die 
Schaar der übrigen allmälig folgen, so ist der Fall denkbar, dafs nach 
u Umläufen ein Kreis der gesammten Schaar, welcher der ante in der Reihe 


derselben sein mag, den ersten Kreis (m) berührt. Dann aber ist n. #'—= u.?ıı, 
Tu 


und also !F'=—= —., mithin 
= M 


Be FE /eos2?E— cos(R— KR’) 
ne Zi 2sin k&. sin k' 
Sind nun die beiden Radien AR und AR’ gegeben, so läfst sich der Abstand 


MM —2E der Miltelpuncte der mit ihnen beschriebenen Kreise von einander 
nach der Formel 











13. cos2E — cos(R— R’)-- 2sin R sin A’ .tang’ => 


n 

so bestimmen, dafs die Schaar der Kreise (m), (m’)., (n”) etc., deren An- 
zahl —=n ist, nach w Umläufen eine solche Lage hat, dafs auch der letzte 
Kreis wieder den ersten berührt und die Reihefolge der Kreise also perio- 
disch in sich zurückläuft; wobei es dann gleichgültig ist, welche Stelle dem 
ersten Kreise (2) der Schaar, zwischen den beiden einschliefsenden Kreisen 
(M) und (MT), gegeben wird. Die Formel (13.) ist auch von dem Herrn 
Prof. Steiner ohne Beweis früher angegeben worden. 


4. 


Wird durch die beiden Berührungspuncte 5 und /’ des ersten Kreises 
(m) mit den beiden gegebnen Kreisen (M) und (M’) ein Hauptbogen PP’ 
gezogen, welcher die Centrallinie MM’ in g schneidet, so gilt, weil die Puncte 
9, P' und ? der Seiten des Dreiecks MM’'m in demselben Haupikreise liegen, 
die Relation 


sinMg sinM'#' sinmö 





. 


sin Mg sinms'’ sin MB 
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welche sich, da m$# = mß'==r und ferner M3>—=R und MP’ R ist, auf 


14 sinMg _ sinR 
"  sinM’g sin’ 





redueirl. Dieser Proporlion gemäfs hängt die Lage des Punctes y in der Cen- 
trallinie MM’ gar nicht von der Lage des ersten Kreises m ab; also Ireflen 
die Berührungssehnen 9’, yy', ete. der Kreise m, m’, etc.,. auch dann wenn 
sich diese Kreise nicht berühren, sämmtlich verlängert in demselben Puncte y 
der Centrallinie MM’ zusammen. 

Da ferner auch 


sinMf  sinR _., sinMg _ sinMf. 


m 


suM'f  sinK'’ EI My  sinM’f’ 
d. h. die Centrallinie MM’ der anfänglichen Kreise wird durch die Puncte f 
und g harmonisch getheilt. 

Fället man ferner vom Mittelpuncte m des ersten Kreises (m) auf seine 
Berührungssehne /73’ ein Perpendikel, so wird dadurch, weil das Dreieck ?mj?' 
gleichschenklig ist, nicht nur diese Grundlinie PP’ halbirt, sondern auch der 
Winkel AmP’; und da diesen Winkel die Verlängerung des einen Leitstrahls 
Mn mit dem anderen Leitstrahle M’m desselben Puncles ms macht, so 2s/ 
das von m auf 9?’ gefällte Perpendikel eine Berührungslinie der Ellipse 
amdb; und eben so ist auch das von m’ auf yy’ gefällte Perpendikel eine Be- 
rührungslinie dieser Ellipse, wenn auch der Kreis (m’) den Kreis (m) nich! 
berührt. 








= 
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T. 
De integralibus 


Su (1 —A’sne’ La-u)sne’4/a—u)) et föui (1—k’sn’4(a+u)sn’i(a—u)), 
0 


\ 


et alııs, quae cum ipsis sunt connexa, commentatio 
analytıca. 





(Auctore Dr. Chr. Gudermann, Math. prof. ord. Monast. Guestph.) 





s, 
I A Poz . u ; ; ) 
ntegrationes formae —p; In qua P est ipsius © functio ralionalis, KL vero 
. /R 


est Junelio rationalis integra ad gradum sextum ascendens, plerumque transfor- 
malionibus rediguntur ad integralia ea, quae in seclione sedecima theoriae 


[unelionum modularium et integralium ab ipsis pendentium fusius sunt exposila. 
Pox 
yYk 
[orma gradus oclavi, si ponitur e—=sn4u. Si vero sumis 


Integralia modo proposita, si subsumuntur formae ,„ requirunt, ut RR sil 





x — ksnel(a-u)snel(a—u et 2 —= ksnt(a-+-u)sni(a—u), 
ct Pox . 
integralia rediges in formam —p, In quibus R est forma gradus sexti, et 

Dwr ww y L 


quidem in ulroque casu invenies 


1 1 
- f ys / y® ! ] / \ ] pe\ » 
R = (1—z)1-+r)(@- 2)(Z+2)(e— 2) ——®), 


in quo « et « sunt quanlitates duae conslantes; unde perspieis, integrationes 
propositas diffieultatibus non exiguis esse obnoxias. Ab ipsis pendent vero 
inter alia et rectlificaliones curvarum sphaericarum earum, quas eirculares sca- 
lenas nominavi. 
Y . . . ! . . - u. „}! I) . 
Cum modulis duobus coniugatis A& et A’ coniuneli sint moduli 4 et A per formulas 
z 1; f h 1, L I zz / ' ‚Ein / N Al 
. 3=44d4M-yd-h) ee 7 = 4gd+R)—YA—R)), 


e quibus facillime invenis sequentes 7 —=4(1—A'), 47 —=4(1-+-KÄ), unde quia 











> 


sequitur #°--4°”—]1, perspieis, modulos 4 et 4’ quoque esse coniugatos. Re- 
versio praebet formulas 
2. ker’ 1 WW = U’—1 ee k=2W 


quibus addimus y(1-—-A) =4-4, y1—k)—=#—4. Nexus igitur inter qualuor 








JSuy(i—h?sne*y(a+ u) snc’} (a — u)) et [Ouy(i—k’sn’}(a+u)sn’4(a— u)). 31 


modulos est is, ut posilis k = sin®, sive A’ — cos®, fiat A — sin4# el 
= c0s49. Quia sin44<Zsin®, at cost 4 <-cos®, est 
IE Et 4 

Praeter argumenlum %, cuius functiones modulares sn, enu, dnw, Inw, 
sneu, encw, dncw, inc« omnes ad modulum %, quare sn'n, en’w, dn’w, in’, 
snc'a, enc'a, dnc'z, inc'w ad modulum %’ coniugalum referimus, sumamus duo 
argumenta v® et ww, quorum funcliones modulares adhibitis sienis similibus ad 
modulos 4 et 4 referimus, et quae ita determinantur, ut sit 

dn® —= y}(1--dnu) et dn’w — y4(1--dnw) 

quibus in aequationibus funclio igitur dn® ad modulum A, et functio dn’w ad 
modulum # referenda est. E formulis his primitivis facillimo negotio derivabis 
sequentes, quibus illas ipsas addimus: 


‚snv — y4(1—dnwu) = 4(y(1-+ksnu) — yi— ksnu)). 




















„A—dnu 
BInPY == \ Ip? 
‚__ „/inu—X' 
ie: 
dn®e —= y4(1-+dna) = 4y(1-ksnu) + y(1—ksnu)), 
ER „/A—dnu 
23 I dnu—lW’ 
ä a] ?(dnu—k') 
Bee Tun [ (1— A')(l+dnu) ’ 
..,/A+k)(l— dn u) 
ned — Y AR) Lane)’ 
1—W 
dncv — Eee 
4/2 (dnu—') 
BE ER Y (1-4) (1— dnu) 
et pariter 
.sn’w — y4ll—dnu) = 4(y(1+ksnu) — yi—ksnu)), 
A—dnu 
sn w — \ II 
/k'-++-dn 
4. ecnw = Yan 
dn'w — y4ll-dna) = Hly(l+ksnu)+y(1—ksnu)), 
4—dnw 


! an EEE ER 
new = dnu+l'? 


* 


a | 
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2(k'’+dn u) 
Snc w | (1 +4) (1 +dn u)’ 
enc 0 — ‚d— ik) (1— dn u) 
5 j (A-+-k)(1-+dnu) ’ 
| ' / 1i—i 
dnc w — | — 
’ = A ] 
incw = | ( dan) 





1—K)1—dn«)’ 
SiK et A’ sunt quadrantes modulares, qui pertinent ad modulos % et 4, et si 
pariter Z et Z/ sunt quadrantes ii, qui ad modulos 4 et 4 perlinent, vides esse 


simul = v—=w=0; et ssw—=K ponatur, firi e—L, at non fieri 
‘* . . a. . u . z i—#F 
o» — HL. Si valorem ipsius w pro % — K indicamus sieno 2, fit sn!’ — 7 ra 
N ı 
4 . 
ya lang 40, sive 
Yamd! — 1, 
Vice versa, ponendo = RK +%KÄ, quo fi dnu —= —Ä', argumentum w — L 
' 1 - 4 k' A N 
eyadit, at ©» induit valorem / tale ut sit sn = u -7— tang (4-7 — 19), 
an; 2 2 


Vice versa funcliones argumenti % hisce formulis exprimuntur. 






































| snednve sn’w.dn’w 
snu = —- = 7, . 
ksnu — 24) snvdn» — 24’ sn’wdn’w, 
yi-+ksna) = dnv--isnv — dn'w--4sn’w, 
ya—ksnu) = dnv—)snv — dnw—)sn’w, 
eney(A?—4A’sn’v) en’wy(A?—4'"sn'’ıw) 
cu — — r == 7 u 
r | Iin»dnv in’wdn’w 
ce BE m — n aan: —— ——— . 
- y(4"—4°’sn”v) v(A’—A”"sn”w) ’ 
dna — 1— 2’sn’v — 1— 24” sn” w, 
envy(A'”— 4”sn?r) en'wy(A? — A'"sn'” w) 
S 1 a, en re) 6 — - ‘ >) 5) 
m 2 (1—2%”sn?v) ,(1— 24” sn'”w) 
; (1—?24°”)snednv (22? —1) sn’ wdn’w 
Pape == = m =. r - - — 
u. 4 (1— 24” sn?v) , (1— RA" sn'’ we) 
d 1— 22° 21° — 1 
u — - — un = - a 
o- 1— 24°” sn’v 1— 2A ”sn'”v ’ 


quas inter formulas eae sunt nolatu dignissimae, quae functiones dnw et dncw 
exprimunt, quia ab omni irrationalitate sunt liberae. 





Jouyda—h’snc’ ,(a+ u)sne’4(a— u)) et Jouy(i—h’sn’ 4(a+u)sn’4(a—u)). 99 
2. 
E formula dn u = 1— 27° sn’v — 1— 24” sn” w differentiando obtines 





Ak" snucnu.ou —= 4i’snvenvdnv.Ov — 44" sn’w en'w dn'ue. dw, 
el quia e formulis praecedentibus componis 
k'snucnu = 44snv env dnv Y(A"— sn’ v) = 44" sn'w en'w dn’iw. ya — 3" sn w). 
oritur aequalio differentialis quantum fieri polest reducta haec 


N ‚ ov ow 


08 = as En . 
+"sn’’w) 











y(A’—4”sn?v) v(A?* 





QJuare in promtu sunt integralia duo prima 

2 JS S u =[: u“ w n? 

re 99 > r en wenn seen . Ds m — S s. 
, v(#”"— 4’sn’v) yı— =’) 1— A209) (A ’— 2” 29)]?’ 


/ oWw Fr . Ö. 
h ——— u /[- \ SI 2 — sn'w. 
) y(4’—A”sn’? ie) / y (1— x”) 1— Ar?) (A’— 4x9) | - 


Vice versa invenis formulas 














ov —= Ou.y!dnu-K) et dw Oun.ı!(dnu—Kk) sive 
} 2\ ] 2 \ 


3. fou.yscanu- k)—=v» el fou.yt(dna—k') z—— 1. 


0 0 


Formulae hae posito x = dn« abeunt in 


or — Or 
1 STe 1— x”) (e—k)) uk JTer- tn) 








Vuia 
y4(dnu--A) = 4y((dnw-kenau)-+ y(dnu— kenu)) ei 
y4(dnu— Ä') L y((dn #+-kena) — y(dnu— kenu)). 


formulae (3.) sic se habent: 


4 
. 1 -H ksne u "tw 
f ii | | r ar 
ouy(dnw--kenu) — v-w Söu | en 
f I\ I ) N J | 1— ksncw yYı 


| 








0 * 
6. sıve 
N: . A—ksneu v—i 
SöuyCanu —kau) = rvr—w fö u ' BE 
£ I+-k sncu V / 
0 


Eaedem formulae adhibilis iis, quae biparlitionem argumenti exprimunt (conf. 
g 32. theoriae functionum modularium etc.), et sic exhibentur 


A—hsn’zu a, _ _v+Ww Haze _ tw 
\ I+ksn’iu yv(i+k)’ Vino vi— kA) 


Ad formulas has clarissime explicandas non negliges esse 








T. 
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/ ‚snve — 4 sn'w, 
dn® = dn’w, 
.env — Y(#—4"sn”w) — rm), 
B.2E cn w = y(A"—Ksn’v) — yYl(dnau A), 
‚one --Aenw — yY(A?— 4 sn’v) 4 YA — 4" sn”w) = y(dna-+ kenu), 
,env — 4 cn'w — 1 (47 — sn’) — y(A— Ksn”w) = y(dnw— kenu), 
2 dn’v = ?2dn” wo = 1--dnu. 
3. 
Qua est a—= La+u)+tla—u et v—= Lla+u)— 4(a— u), 
adhibitis formulis nolissimis ad modulum % relatis en(@--P)--cen(@« —P) 
ads Er et dn(@— P)-+dn(e+P)—= DO illico invenis 


1—k? sn’ "as Fe 1— k”sn? "@sn' "P 
| 2 ent(a-+ u) ent (a— u) 
en@«a—-cenu = - —— Mund. - el 
1— k’sn’z(a+ u) sn’z3 (a— u) 





2 dn$(a+ u) dn!(a— u) 
1—k’sn’4(a+u)sn’4(a— u)” 





dna-- dnz — 


e quibus dividendo oritur 
ena-+enu 


—— Su 5 1 (a — 
dna-+dnu .G 


u).sni(a— U). 
Si in hac ponis 2R — u loco u, 4(a-+-u) abit n K—!(a—u) el }(a— u) 
in A—1(a-u), quare est 

enu — cn 

2. 7 = sni(a-u).sn4i(a—u). 

dna«+dna ai Ds =\ r 
Formulae hae consentiunt cum alia ratione inventis in $. 37. theoriae functio- 
num modularium, et si ipsarum quadrata addito factore k° ab unitate subtrahis, 
facillimis reductionibus invenis 


2 /(2W?-+-2dnadn u—?2k’enacn u) 
y(1— A’ sne‘ 1(a- u).snc’4(a—u)) = Ina ---dn« . 


3. v(@R®12dnadnu-+2% 
ee ur ""+2dnadnu+?k enaenn) 
vd k’sn? L(a-u).sn’4(a— u)) ae 


In dextra cuiusque aequalionis parte duplici modo radicem quadralicam extra- 








here potes, quare RE E formulae 





y(1— k’sne’4(a-+-u)sne’}(a«— u)) 
y|(dna—kena)(dne+kenu)]+y|(dna+kena)(dnu—ken 18 
ei dna+dnw 


ı1—A'sn’}(a--u)sn4(a—u)) 
y|(dna-+kena) (dna«+kenu)]+y]|(dna—kena)(dnu—kenu)] 
dna+dn« 





n 
J 











JOuyd— snc’+(a+u)snc’t(a— u)) et [öuy(i—h’sn’4(a+u)sn’ (a #)). 99 





tum hae 











y(1— A’sne’l(a-+wu)sne’ 4 (a — u)) 
_ Y[(dna+1') NE „—k')| 
- alle dna+dnu Ps 
y(l—k’sn’t(a--u)sn’L(a—u)) 
_—. Yl(dna+P’)( (dn uk] +yv]|(dna— I) (dna— N IR 
Zu dna+dnu 


quae prioribus non solum ob maiorem simplicitatem, sed polissimum eam ob 
causam a nobis praeferendae sunt, quia integralia proposita ipsarum ope faci- 
lius inveniunlur, quam ope praecedenlium. ÜCelerum nolae sunt formulae: 
vIi—k’sn'ya) 1—k’sn's «)] 
1— hk’sn’zasn’su 
v|i—k”sne’4a) 1— k’sn’4 w)] 


1— k’snc’4asn’tw 


ei 





‚(1— k’sn’4(a--wu)snL(a— u)) — 


y(l—A’sne’L(a--u)snce’4(a—u)) = 





4. 
Casum specialem primo consideremus eum, in quo «== est. For- 
mulae generales articuli praecedentis nune migrant in 
v(2k”’+-2dnu—2k’en«) 





yAa— k’sne!t}u) — 

















1+dnu 
—— YCA—k)(dnae+kenu))+y((l +R)(dnw— kenn)) 
. 14 dn« 
’ Ei y(2l”’+2dna+2h?en«) 
A_lRcern?! BEER 
y1—k'sn’}u) Fr 
VA +Rk)(dnu+kenu))+y((l—k)(dna«— ken )) 
Piel 14 dnu« | 
el 
4 — Ksne ”n we y(( + A')(dn u +) — v((1—A')(dn Zn k')) 
2 ‚N f N 1-+-dnu ; 
| (1—K sn’! u) — v((1+A')(dna-+-1”)) + Vv(d—MW)(dn«— W)) 
: 1-+tdn u 
qua in occasione memineris radicalia in sinistra aequalionum harum parte esse 
ea, ut valeat formula 
Je 
— fi tıyu een — 
y(A— A’sne’4} u) 273 -y(1—k'sn’ tu) 
composita e formulis 
1 2 v( k) in AN 
y’i— Asnc’4u) — m yd- isn tu) el 
| > 1—I ’ 
vI— ksnelu) = . y(1--Asn’}u). 


dn4« 
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Si aequationes (2.) transformas ponendo 


} (dn U- -A') seen l aM y(A” „ze 72 sn? v) ; 


Y(dna—k’ 


v2.y(2°— A” sn”w), 


1 -- dn« —= 2dn’v — 2dn”w, 


obtinebis 


v(A'”—4”sn?v) 


V(A’— 4'”sn'” ie) 





Y(1— A’snc’}w) : 


1 R | u 
> | (1 7 k bi 


.' 
w 








sy(l—Ä) 














dn?v dn'’w ı 
NMIr— }?sn?n | /3?— A? sn? ar 
2 yı4 ‚"sn’v) , n V(A— A"sn’”ie) 
1— Ak sn’iu) = 1Y(1-+K). —— 1 1,/i1—X)- 
I\ =. BF Te dn?v zahl / dn!’w ’ 
uae multiplieatae aequalione ou ov ow yraebent 
yuae :alae : U —————— = — . 
| \ aeque y(A*—2°sn?e) va’ 7" sn'*ıe) pr: 
n n ! ın 
. vaıın 0% . now 2 ov Low 
ou v1 —Kk’snc’4w) = 4 y(i+ A). — — 11/1). —— = — _ Tot 
I\ he BTW dn’v zı\ ’ dn’’w dn’v dn’’w 
| aa Mes 2 
cuy(1— A’ sn’ Au) = — 4 ——_. 
- dn’o ! dn’”’w 


Sl 


(Juia vero adhibito modulo 2, 


indiecas. ideoque eum coniugati moduli 


‚2. oOv T 

—— — E-.elv —= 
: dn’v 
0 

1.0w vv 

—— —E£E'—-elw = 
J/ dn’’w 


0 


si funetiones elv et ele® ad modulum 


quadrantem elliplicum eiusdem moduli signo & 


, signo E', valet notissima formula 
elvo — 4 snv sncv, ideoque 
el’ wo — 4" sn'w sne’iw, 


,, el’ww et elew vero ad modulum 7 


veferimus, inlegraliones in promtu sunt, et pervenis ad formulas 


» 


Jöu.ya—R’sne' tu) 


0 
fi u.y(1 — A’sn'l4 u) 
o 


in quibus quanlitas conslans 


aequalionum dexterae partes jam nunc 


addenda est nulla, cum posito % 


E— elev E'— ele’ w 





A ) ? 
E— elcv E— elc' w 
A 7 u 





=9—=—w==(, 


evanescant. Si aequationes has mulü- 


plicas faclore 44 —=44, ipsae mutanlur in 


fi kou.y(1— A’sne'4 u) 
0 
fi kou.y(1— A'sn’}u) 
r 


Si vero substiluis 
E 


oriuntur primo: 





elev —= elv — 7’ snrsnev et 


4, E— elev)— 4 (E'— clc'w), 


. (E— elev) -4(E'— elc’w). 


E' — eldw = e’w —i”"m’wsncw, 











/öuy(i—h?sne’} (a+u)snc’z(a—u)) et Jouyd — k’sn’ti(at+u)sn’4(a—u)). D€ 
0 
/ıköu.y—k’snc‘ } u) — 4.elv — 4. el’ w 44” sn’ wsne'w — A’ snesnce, 
fsköu.yi — ksn’iu) = 4.elv +4. el’ w — (A sn'w sne'w--A’snesne®) 
Quia vero invenis 
1+A') (dnu-+h))— y(l—I)(dnu—h' 
Ssn'wesncw—4’snvsncv — 1 kan. re) (dar) YAM dnu— N) 
° I+-dne 
“3 1+4')(dnu+h' 1—X' —i 
‚> sn'wsnec'w--A’snvsnev — I kan. 7 ed 2 nd Au + a —Kyidnn—i ) 
R 1-+-dnu 
ob formulas (2.) est 
,"snwsnew —4snesncv — Jksnuy(1— A’sne’}u) et 
snwsncw-+Asnevsnevo — Iksnuy 1—k’sn’} u). 


ita ut sint 


mL kou.yıl— k'snc‘ }u) = 4.elv — X. elw--Lksnu.yı\l— A’snc’hw). 


" 1firon ya—A’sn’4u) =4.elv +7.elw — 4ksnu.y(1— k’sn’! u). 


d. 

Dum ad formulas (5.) artieuli (3.) reverlimur, praeter argumenla vo el ıw 
eligimus argumenla p et q eiusmodi, ut ipsorum complementa L—p et LU’ —y 
pari modo pendeant ab argumento a, quo ® et v' pendent ab argumenlo «. 
His posilis est 

dna+k' —= Wendy et dna— K = 2hencp, 
dna--dnu = 2 — U” sne”g — 2. sn’v — 2%(dnc”y —#sn’e) 

— 2dney(1— dn”y.sn’v) el 
dna-+ dnu = 2 — 24 sne’p — isn" w — 2 (dnc’p — 4" sn" w) 





Be . / 2 st a‘ 
— 2 dne’p (1— dn’p.sn” ıe). 
dnu-k = 24" —Asnv); dnu— A —= 2(# —i”sn"w): 
quare nunc valent formulae 
2 en g y(A?— sn’) Lencp y(A’— 4'”sn’” “w) 
dnc’g(d—dn’?q.sn?v) dnc?p» A— dn‘yp.sn’*w) 


(1—R sn’ 4(a+u) sn’ L(a—u)) __ #endqy(A®—A’sn’v) | Aenepy(A’— isn’) 
ö 2\« di dne’®qy(l—dn’*y.sn‘v) " dne’»(l—dn’p.sn'?w)? 


2 | 21/7 > GERNE 
, (1—k’snec’ 1(a-+-u)sne’4(a—u)) = 




















. endgq encp a8 
qua, quia ———=sn’g et —- —=snp et mulliplicalae aequatione 
dnc'gq dncyp 
En ov == ow 
( 5 y(A'” der )”sn? v) Pe y(A?— )'"sn'?w) 
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fiunt 
2'sn'q.Ov Asnp.dw 
dne’y(I—dn’’ysn’e)  dnc’» (1—dn’p.sn'*w) 








cu.y(I—k’sne’t(a-+u)sne'4(a—u)) = 


el 


> 


’ ‚sn'q.ov snp.ow 
cu.y(l—k’ sn’ | [ 


dne’y(l— dn’’y.sn”v) 7 dnep (1—dn?p.sn'*e) ” 








1 (a--u)sn’ L(a—u)) — 
quae denuo multiplicatae factore 

ı ksna — Asne’ydnc'y = Asncep.dncp 
abeunt in 
J: kou.y(1—K’sne’4(a-+u)snel(a— u)) 


\ 


UF A"sn'qsnc'q.ov EZ 
sn« 1— dn’”q.sn’v 1— dn?».sn’”w J’ 
0 


f: kou.y(1—k’sn’i(a-+u)sn’4(a—u)) 


0 ; - PN 
BR en  [Fsn | 
na 1— dn’’g.sn?v |J/ 1—dn’p.sn”w J° 
0 0 


sive adiumento formularum (1.) in $. 119. theoriae functionum modularium etc. in 























Cl 'C'(w, 
’ « ) 7 y Cı , IV /ın 
ans kou.y(i—Kk’ sn’ 4(a- u) sn’4(a — u)) er) 


0 


in quibus parametri integralium p et g sunt ii, ut ipsorum complementa L—p 
et Z’—g pari modo pendeant ab argumento «a, quo v et w pendent ab argu- 
mento z. Addimus, radicalia in sinistra aequalionum parte esse ea, ut sit 


y(1— A’sne’4(a-+u)snc’i(a —u)) 


h' = | (1 u 4 (a .. u) sn’ 4 (a RB u)). 


dn#+(a+u).dnz (a — u 





Proposita integralia iam redacta sunt ad integralia duo 'C(v,y) et 'C’\w,p). 
juae ad modulos coniugatos A et A sunt referenda, et quorum calculus in 
promtu esl. 

6. 

Ea quae modo sunt eruta, ad maximam partem pendebant a formulis, 
quae argumenli biparlitionem exprimunt. Cum nuperrime Ill. Jacob: formulis 
his addidit hanc 

yAk.mu — y[tang4am?u.tang(I1n —Lame?2u)] 
ad caleulum numericum aplissimam, hic etiam formulas aliquas fortasse non 
minore attenlione dignas cum Analystis communicabo, quae in calculo analylico 





ou v(1--h’snc’}(a+u)sne’z(a—u)) et Jouya—ı sn’+(a-+u)sn’4(a—u)). 


prosunt, scilicet formulas has: 


en 2u - cn?2a —= 2 dn’a (sne?a — sn?u) (1— k*sn’asn’«) 
N | cin (1— k*snta) (1— k’sn') : 





2dn’ "a(sn’ a— sn’u)(1— k? sne “asn’ ) 


en 2u — cnda — — A sn*«a) (1— k? sn u) > 





2 dn’a (A— k’snc’a sn’u) (1 — k’sn’asn?w) 
dn 2u -- dn24 = ——— — 


(1— k’snta) (1 — k’sn’«) 





2k”’ dn?a (sne?@ — sn’) (sn? "a— sn’ u) 
dn2u— dn 2a = (1— k?sn!a) (1 — k?’sn'u) , 





2” (sn?a— sn?u) (1 — k’sn’asn’) 
(1— k’sn’a) (1— k’sn'u) 





en2udn 2a — en 2a dn 2u 


|| 


_ 2 dn‘ a (sne?a — sn’u) (1— k’ sne Fasn'n) 
(1— k?sn*a) 1— k?sn*u) 





- 


en 2u dn 2a —- en2adn 2u 


2? (en aenu +snasnudnadn«)(snadnaenu + snudnwenu) 
(1— k’sn!a) (1 — k’sn"«) 





sn 2a +sn2u —= 


. 2(dnadnu+k’ snasnuenacuu)(snacenadn u-+-snwensdn a) 
(1— k’sn*a) (1— k’sn'«) 





i ‚ 2 (enaenu —snasnudnadn«w)(snadnaenew — snudnwen«) 
sn 2a —sn?2u — — — ei 
(1— k?sn'a) (1— hk’sn'«) 





2 (dnadna —k’snasnuenaen u) (snaenadn« —snuenudn a) 
(1— k*snta) (1— k’sn*«) 





2(enaenu—snasn«#dnadnu)(snadnaenu snudnwena) 
sn 2acn 2u + sn 2u en 2a — Ber ra 
| (1—k*sn!a)(1 — k”sn*«) 





2(enaenudnadn uv—k’snasnu)(snaenadnae-+snucenadne) 
(1— k*sn’a) (1— k*sn*u) 





— 


[ 


2(enacenu-+-snasnudnadnu)(snadnaen u—snudnwcn«) 


sn 2a en 2u — sn 2u cn 2a —= ; 
n2ac (d— k’snta)(1—h*sn*«) 





2(enaenudnadn «+ h'"snasnu)(snaen udn u—snuenadn a) 
(1— k*sn*a) (1— k’sn'«) 


—_ 





2(dnadnv—k’snasnuenacenu)(snacenadn#-+snuen«udna 
2u du 2a = 2 .) 


sn2adn2u + sn (1— h?sn‘a) (1— k*sn*«) 





_  2tenaenudnadnu+k'”snasnu)(sn aenudna+snucnadn «) 
(1— A? sn’a) A— k*sn*«) 








“ 
, 


<(dnadnu-+h*snasnucenuenu)(snacnadnu—snucen«dna) 
(1— k*’sn’a) (1— k’sn*«) 





sn 2a dn 2u — sn 2u dn 2a = 


2(enacnudnadna—k"”snusnu)(snaenudna—snucnadnu) 
(1— k*snta) (1— k’sn*u) ? 


S* 
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2(1—inadnatn« dn «)(inadna«-+ tn u dn «) 


tn2a --in2u — I; M 
en’a en’u (1— K*tn!a) (1 — K'*in*«) 





2 (dnadnu— k”inatn u) (inadna-+tinudna) 
en?«a en’u (1— k'?tn*a) (A— k'’tin*u) ’ 








2 (1-+tnadnatn udn «) (in a dn a— in u dn ") 


in 2a — In2u — 
en*a en’u (1— k'* tina) (1— k'*in*u) 





2 (dnadnu+l"”tnatn«)(inadn«—tnudna) 
en*a en? (1— k'? in*a) (1— h*in*«) 





Addimus has e praecedentibus composilas: 


s BEER _9 sna snu\ | ”. snca snu 
rc Lang — Arc zang + Arc Tang( . . 


snc«u "sne u sna SNncu 

















sn 2u j snusnc“ 
Are Tang 2) — Are Zang (A’sn asncasnusnca) + Are Tang (Dee), 
u snasnc«a 
u in ?u 2 snca snu | sna snu 
Are Zang| —— ) = re Tang( ) — Arc Tang(- - ) 
in2a sna sncu sncea sncu 

















= _g ena encu Mn, enca eancu 
Are Zangl- — Arc Tang —— — Are Zang : 
enca enu ena en“ 
enc2u sn« sncu u ‚12 
Arc an (e — Ye Tang( ee )-— Arc Tang (A’snasneasnusncu). 
N enc2u ena encu enca encu 
Are Zang (Mr) = — Arc Tang( )- — Are Tan 3( )- 
’\cnce? enca enu ena cenu 


Si in his modulos % et 4’ permutas, «© loco & ponens, aut manente modulo A 
ponis a? pro a, formulas acquiris, quae ad arcus cyclicos perlinent, et in quibus 
functiones modulares argumentorum et 2w ad modulum A, funcliones vero 
argumentorum a et 2a ad modulum coniugatum 4’ referenda sunt. 


E formulis modo inventis aut addendo aut subtrahendo invenis alias. 
quae quasi inversae sunt spectandae, et quas ad lecloris usum commodum hie 
colligimus, quum non omnes in functionum modularium theoria a me edita in- 
venianlur erulae: 

















ı Arc T (ar). 2 Mer Tomi En, Arc Tan (> Be 
re = == BC AM ® . 
2 Au zung sn2a na: Ir ve AuNG sna sncwu/ ’ 

sn 2u | In2u sna snu 
19 —— ) — 1 rc Tan ( )= Are Zan [2 } 
- Ave zang sn 2a ® "ang Iin2a eng snca snc« 





JSPuy(2—k’snc’}(a+'u)snc’4(a— u)) et Ouy(i— k?sn’t(a+ u)sn’4(a— 1). 61 


0 


1 Arc Tang(- = N) +4 Are Tang (er) — — Are Tarı IE cc 


2a snasnca 


2 2 
3 Arc Tang(— 5) — }Are TZang = )= Arc Zang (k’snasneasnusne u) 


enc?a 





2u\ | in 2 u 
1 Arc Tang ae +} Arc Zang(", NUN _ go Tang ( ena cn "). 


enc 2a enca enu 





ence2u . tn2 FR enea enc«\ 
Arc Zar 3( )—1 Arc Zang(-, — and 


ena cnu ) 


enc 2a 


Scriptum Monast. Guestph. d. 19 Martii 1845 
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8. 


Ableitung eimiger bestimmten Integrale aus den 
Kormeln der Abhandlung No.18. im 37ten Bande 
dieses Journals. 


(Von Herrn Dr. Dienger zu Sinsheim bei Heidelberg.) 





I. 


Nach der genannten Abhandlung ist 


ar en, / Ü A 7 I . 9 u. 
/ / sinp  (a'cos'p -+ b*sin’p cos’y -- e*sin’psin’y.dpdg 
y « 
4 


ra’b‘ | te 2. ac 
22 Ve —any[e0s uFk, u)--sin’uE(k, u)]. 





wenn 


4 4 4 » [26 
da ) © —. y u of 
sum. K=—— c>bdb>a Fkk,u) ff Fr e 


y(l—k’sin’g)’ 
Eik, t) —/ dy ] (1 — k sin’ p); 


0 








u 
a 
u 
u 


0 


und es drückt dieses bestimmte Integral den Sten Theil der ganzen krummen 
läche aus. deren Gleichung 
aty+2.) = ertby cz 


ist Nun ist diese Oberfläche auch im Allgemeinen: 


SF zdyy (1+(2)- (3) 


und aus der obigen Gleichung findet man 
se (! e— —y 4 Ya — e)a?- (W ie e)y- ! c*)). 


Hieraus folet: 





WEN [a — ce’ — 2 Y((a’— ce?) + b’— e?)y?-+4ct)] 
de ya) wer)y+4e) X Year —y"H Be .) Fre y'+ie))’ 
dz2  ; b’— ce? — 2 Y((a’— c?).r? + (b° 1 c*)] 








dy 2y Kka’—e’) a + (bc) y’+4e’)x yleze—ar’—y rn €") Jet (b’—e’)y’+4ie')) 
Führt man diese Werthe ein, so erhält man für den Inhalt der Oberfläche 
foleende Formel: 


Yf, MER W entered eEE _yeg, 
4] (a —c az — c)y’+ le) ye—r? re c*)r Se ar el 
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Dehnt man die Integration auf alle die positiven Werthe von « und 
aus, für welche die Gröfse unter den Integralzeichen reell ist, so ist das In- 
tegral gleich dem Sten Theile der Oberfläche. Unter diesen Bedingungen is! 
also das vorstehende Integral: 


/IV a  e  - = I diedy 
Ice en ri ee u 1 Ce ee a ei | 


— al + 7a (su Rh, u) 4 sinu Eck, w)]. 











wenn Ä, ıı die oben Bine Bedeutung haben. 
Setzt man hier @—=b, so ergiebt sich: 


2. /W "—e')\(rt+y' I+4ett eV = arte) _argy 
Va —eHr Fr) Fre Tea’ —yFYla—earHr + je)] 


— a[e + Ze (H)]. 


Selzt man dagegen d==c, so erhält man 








v(e—a’) . 
Er. 





wenn € = 


dx dv 





N (a — cc’) +4 +ctY((a’ — ce? u 
IN er Helge FG arte] 


2 
% ce? ce 
— Mh [+ are (tang — 7) 


Wird endlich a=b==e BAEENN, so folgt 


ı. NG —)dedy — dc; 


welches eine bekannte Formel ist. Die Grenzen für das Integral in (4.) sind 
die durch 





7 


er ZH 
gegebenen. (Siehe Moigyno Integralrechnung, deutsch von Dr. Schnuse S. 206 ff.) 


11. 
Wir wollen nun die elliptischen Coordinaten r, «,»v einführen, die mit 
den frühern x,y,% durch die Gleichungen 





etrteen, 
2 

r 

at 0, 
2 2 2 

x y  ; 
ERIC un 


. & r . Pr 
verbunden sind, wo P >a, ug v<ae<ß, P und « aber sonst willkür- 
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lich sind. Hieraus ergiebt sich ($S. Morgno S. 161): 











POSERER ruv 

NER, 
de r v(u”— a?) Y(a’— v?) 
EN ay(f— a’) j 
» —_ r P—u’)y(#— v*) 
wi Bv(d’— ea?) y 


also in Folge der Gleichung in ($.3.) der zu Anfang erwähnten Abhandlung: 


[7 ; (u — a?) (@” — v?) f (P— u?) Le Ir 





























Te TOR 

— du | Da — ar) —r) | EN, 
ua a (— u) | PriA’—a?) 
welche Gleichung sich auf folgende reducirt: 
.  Klaf- —b’ ‚A -+(e — a?) a?) u’v? fi Pe 7 v4 B’e’— a’b’ 
Re) ee Pa 

av b’ (u? — @°) («®— v?) L ERERÄRR 
PET a (— a®) TR Ze) 


Nun ist die Formel für den Flächen -Inhalt der krummen Oberfläche 
(Morgyno S. le 


1" (| (ua) ( He) Herr] 


du dv. 





(#’— a?) P— u?) (@’— v*) ( d’— v°) 
Delint man daher die Integration auf alle Werthe von v, von O bis «, und 
auf alle Werthe von u, von « bis ? aus, so erhält man den Sten Theil der 
vanzen Oberfläche. 
Es findet sich aber: 








rdr W—b)AHeE—a)e 2 A 
du na, di — ea) ) | — a? 
rdr —b’) + — a)" , 1’ — ce? 
cr EEE a 
dv ad — a‘) ) P—a 


Subslituirt man diese Werthe, so wird die Gröfse unter dem Integralzeichen: 


au, Wr — a) —v) , HR— u) (P— rv 
w—ı | 











ap? “e. ee Ex ß° P—e 
(u® - a’) — u?) (e‘ re v*) 


De ng a*)u”v? % 2, (a — vv’) HL eta’(P— e nz "). 
| | ad (5°— a) (u? iR — u?) (ae — vr — 


Beachtet man die in ($. 5.) der Eingangs erwähnten Pr gegebene 


so erhält man endlich: 











Formel. 
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SS (u —ryy(® a(P—a)u?. er ee) ya 


(u — a’) (ev) — u) (Vi) 


ur" )du dı 








fer ec’ 
eB| —: +- 76 7 1608 uF(k, u) + sin’uKElk, u {y (? — 0°). 


Für a —b—e ist also 


II (u’— v’)(a’addudvy(P’— a? ’) ua, BEN N | 
< y(u’ — a’)yia* — v’)y(— u?) )y(p° —_y) ERROR 4.1.0D yıP ——- (I } A a, b 
( & 


folglich 
IS; (u — v? ")du dv Ä 
5 - = „7, 
IS NW —a) yar— vi) y(— u) y(—r‘) 2 


welches die bekannte Formel von Lame ist. (S. Mo:iyno Integralrechnung S. 184.) 











Setzt man dagegen blofs da, so ergiebt sich: 


S FF (u —v yy@ en £ => au n — re (@ EA du dr 


— a?) (a — v’)(P— u) (P— V?) 
— fer s(F)]ey@ —e). 


c’e 





[Zi 





Setzt man endlich &—=c, so ergiebt sich 


(a a va’ 
SS e-AGz a gm )dudr. 
— In en. _— Sl aß; 


in welchen Formeln &,%, «u die schon oben angeführte Bedeutung haben. Die 
Formel (S.) kann auch so dargestellt werden: 





ap? (a’— ec‘) Ei re 
4 (u FIN v‘) | 2 2 _ 2 u : du dı 
!: Er 3 


N 2, ce t c’e 
= 74 Tamm ang ; 


I. 
Der Cubik-Inhalt wird in elliptischen Coordinaten ausgedrückt durch 


(S. Morgno Integralrechnung S. pr 


7. —v )r du dv | 
v(w ae a” — v?) nn 


= ff rear EEE ee 








\ 








PR — ar)’ (u’— a I (®—») 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIX, Heft 1. 9) 
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Dehnt man das Integral auf alle Werthe der Veränderlichen « von « bis £ 
und des v von O bis « aus und beachtet zugleich die Formel in $. 11. der 
zu Anfang erwähnten Abhandlung, so erhält man: 
a a’ P— a’) u’v’+ D’A(u’— a) (e—v*) + c’a’(A—u?) (A’—v°)]’ 
%. (u’—v — — 
2 2 2 3 71. . 
= ey [bel IN, Fe HT, 


esin u esin u 














wo RK und Ä, die in der angeführten Abhandlung angegebenen Werthe haben. 


Für a—=b==c erhält man wieder die Laimesche Formel (6.). Für 
b —= c dagegen findet sich 


(a? — ce?) u’v’\? 
ne? ( (14 ea ) ) 
0. (2 | | | 
| / F fl I | (u’— a?) (@?— 9?) (®— u?) (P?— v°) dudı 


— | 2c0s’6-+3coso+ “ z 


sino 











ad . 
wenn c0Sg = — st. 
in 





Dies sind einige der Formeln, die sich aus der interessanten Abhand- 
lung des Herrn Prof. Tortolin: ableiten lassen; auch andere könnten leicht 
noch gefunden werden. Man sieht also, dafs die Lamesche Formel nur ein 
besonderer Fall der Formeln (5. und 9.) ist; wie denn auch in Moigno’s In- 
tegralrechnung $. 184 schon die allgemeinste Form angegeben ist, welche sich 
in einem besondern Falle auf die Zamesche Formel reducirt. Andere Formeln 
würde man erhalten, wenn man die in Moigno’s Integralrechnung S. 156 an- 
gegebenen elliptischen Coordinaten einführte, deren Ableitung wir aber hier 
übergehen, da sie der obigen durchaus ähnlich ist und leicht vermittels der 
in Moiyno's Integralrechnung, Vorlesung 17, 18 und 19, gegebenen Formeln 
ausgeführt werden kann. 

Sinsheim, im Juni 1846. 
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9. 
Einiges zur Zahlenlehre. 


(Von dem Herrn Dr. Dienger in Sinsheim bei Heidelberg.) 


Im Folgenden sollen ein Paar Fragen aus der Zahlenlehre erörtert werden. 
um die Regeln festzustellen, nach welchen sich bestimmen läfst, wie viele 
Stellen sich wiederholen, wenn man einen gemeinen Bruch in einen Decimal- 
bruch verwandelt. Diese Verwandlung geschieht durch das im folgenden Bei- 


A 10 i 
spiele ausgedrückte Schema, wo IT verwandelt ist: 


‚0 909... 


100 
99 
100 
99 
fer 
Hier ist klar, dafs alle die Brüche, deren Nenner nicht die Factoren (Stamm- 
factoren, wie der Herr Herausgeber in der encykl. Darstellung der Theorie der 
Zahlen $. 12. sie nennt) 2 und 5 allein enthält (welches die einzigen Stamm- 
factoren von 10 und seiner Potenzen sind) nicht genau in Decimalbrüche sich 
verwandeln lassen. Dabei weils man, dafs die sich ins Unendliche erstrecken- 
den Decimalbrüche periodisch sind; und zwar entweder solche, deren erste 
Decimalstelle sich wiederholt, oder solche, in denen sie sich nicht wiederholt. 
Das Folgende ist ein Versuch, allgemein die Regeln zu finden, nach welchen 


im Voraus anzugeben sei, wie viele Stellen sich wiederholen und wie viele 
sich nicht wiederholen. 


11 











I. 

Wenn 5 eine Zahl ist, die sowohl zu « als zu c theilerfremd (Theorie 
der Zahlen $. 12.) ist, so findet man die Reste, welche «, ac, ac’, ac’, ac’, ... 
durch Ö getheilt lassen, auf folgende Weise. Man theile « durch d, so erhält 
man den ersten Rest. Multiplieirt man diesen ersten Rest mit c und theilt wieder 
durch 5, so erhält man den zweiten Rest; aus diesem findet sich auf gleiche 
Weise der dritte Rest u. s. fe Und umgekehrt: wenn man «@ durch 5 theilt. 


g* 








hm I. 
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so bleibt ein bestimmter Rest; multiplieirt man denselben mit c und theilt das Pro- 


duet durch d, so bleibt wieder ein bestimmter Rest; verfährt man mit diesem eben 


so, so erhält man einen dritten Rest; aus diesem einen vierten u. s. f. Diese Reste 


sind nun dieselben, wie die, welche man erhält, wenn man a, ac, ac. ER 


durch 5 theilt. Denn es sei 


d — n,b- N"), 
uc —= nb--r,, 
ac —= nb--r,, 
ac —= n,b-r,, 
so ist der Rest von « gleich r,, der von «ae gleich r,. der 


oleich r, u. s.f. Da nun 


ae ei, ‚d+ Tı-ıs 
a —= mb-r,, 
so Ist auch 
ac — en, dr) = N_ıcb+er,_. 
} 
ac! K 
— N c+ —— nt 
h h—1 | b fi + h ’ 


von ac" 


und es ist also der Rest, der bleibt, wenn man ac" durch db theilt, der nem- 


liche, welcher bleibt, wenn man er,_, durch 5 theilt: was den ersten Theil 


des Salzes beweiset. 
Ist umgekehrt 


u. Ss. f.: 


d = n,b + Ri. 
er, = mtr, 
er, = n,b-\- ze 
um’ PORN 1. 
er = n,b--r,, 
so Ist offenbar 
! ' ’ ’ 
Mn, == Mi, vn wm = te: 
ae i er,’ 
d.h.. der Rest, den T läfst, ist gleich dem von 7 also r, —r,, folglich auch 
ac —= (neH+n)) b+r, = (n/c- n,)b-r,. 
ac — (Mc-+n,)bc-+ er); 
ac? er, ' 
. . . . N] 
mithin ist der Rest von ze derselbe, wie der von I: d.h. r!'=r., 





was den zweiten Theil des Satzes beweiset. 











9 Dienger, Einiges zur Zahlenlehre. 94 


11. 

Da die Zahl 5 nicht mehr als &—1 verschiedene Reste lassen kann. 
so können die Zahlen r,, 7,, 7%,, ... nicht immer verschieden sein; sobald 
aber einer von diesen Resten wiederkehrt, müssen sich alle folgenden wieder- 
holen. Gesetzt, es sei z, der erste sich wiederholende Rest, und er sei dem 
Reste r, gleich, so wird s=5—1 sein. Also ist, da 

ac — n,b--r,., 
ac‘ — nb--r, 
und offenbar rn, > n, (da s>>%) auch 


*-1)=(n—n)b; 


a(c — .c!) = uct(c” 
d.h. es ist € ”"—1 durch 5 theilbar (Theorie der Zahlen $. 25, 20.). Dem- 
nach kann man setzen (Th. d. Z. $. 10.): 
et —= Gb-+1. 
Findet umgehrt diese Gleichung Statt, so läfst sich e""—1 und demnach auch 
ac (e *—1) —= a(e‘—c*) durch 5 theilen; d.h. wenn «ac* den Rest r, lälst. 
so läfst ac’ den nemlichen Rest. Setzt man k—=0, so mülste also der Rest r. 
gleich dem r, sein, wenn 
e — Wb-1 
sein könnte. Nun weils man (Theorie der Zahlen $. >7.), dals dies der Fall 
ist, wenn s die Anzahl aller der Zahlen bezeichnet, die kleiner als 5 und zu 
b theilerfremd sind. Diese Anzahl ist aber nicht —> 5-1: höchstens is! 
s==b—1. Es giebt demnach einen Werth von s 5 —1, für welchen 
ce —= (65b--1 oder 
e—1 = (Gb 

ist. Der zu ac‘ gehörige Rest ist dann offenbar ”,. Es folgt also, dafs unter 
den obigen Voraussetzungen der erste Rest r,, sich jedenfalls wiederholt: und 
zwar höchstens ist er in der Reihe der Reste, bei seiner ersten Wiederholung 
der dbte. Ist «<b5, so ist r,=a und es wiederholt sich also die Zahl « 
jedenfalls. 

Um zu finden, wann der erste Rest sich wiederhole. mufs man den 


kleinsten Werth von s suchen, für welchen 

e — Sb-1 
ist. Alsdann ist #,==?,; und von da an wiederholen sich alle frühern Reste. 
Die Aufgabe ist also auf die zurückgeführt: die Aleinste Zahl s zu finden. für 
welche dafs c—1 durch d genau theilbar sei. 
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II. 
Es sei e= 10, a<Zb, so kommt die Aufgabe auf die zurück: zu fin- 


den, wie viele (sich wiederholende) Stellen der aus z entstehende Decimal- 


bruch habe. Nun ist 10°—1 eine Zahl mit lauter 9, und zwar mit s solcher 
Ziffern. Um demnach zu finden, wie viele Stellen, die sich wiederholen, 


a . . 
der aus —- entstehende Decimalbruch enthalte, untersuche man, ob 5 in 9, oder 
J 


in 99, in 999 u. s. f. enthalten sei. Ist dies erst in eöner Zahl mit k sol- 
cher 9 der Fall, so wiederholen sich genau % Stellen im Decimalbruch: denn 


+ 


dann ıst 
r,. = r, =4U. 


Zugleich folgt hieraus, dafs jede Zahl db, die weder 2, noch 5 zu Stammfac- 
toren hat, in einer Zahl mit lauter 9 genau enthalten ist; und zwar in einer 


Zahl mit höchstens 5—1 solcher 9. 
Will man also z. B. wissen, wie viele sich wiederholende Stellen der 


m. ’ j 
Bruch 77 dem aus ihm entstehenden Dezimalbruch habe, so stelle man fol- 


oende Rechnung an: 
11 ist in 9 nicht enthalten. 


11 ist in 99 enthalten; 


2% u. 
also hat der Deeimalbruch zwei periodische Stellen. Für — ist 


7 ! 99999... 142857 
7 kun 
28 
19 
14 
56 
39 
35 
49 
49 











und der Bruch hat also 6 periodische Stellen. 

Stellt man eine Tafel der Stammfactoren von 9, 99, ... auf, so läfst 
sich aus derselben sogleich entnehmen, wie viele Stellen sich in dem Decimal- 
bruch wiederholen. Der Anfang einer solchen Tafel wäre: 
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9 —= 3x3, 
9 = 3x3x11, 
999 = 3XZEXZEX IT, 
9999 — 3x 3x 11x 101, 
99999 — 3x3 x 41x 271, 
999999 — 3X IXSIXTXIIX 13 X 37 


u. Ss. f. 


IV. 


Ist ce nicht zu 5 theilerfremd, so sei c” die erste Potenz von c, von 


h 
der Beschaffenheit, dafs z sich so aufheben lasse, dafs alle Factoren, die 


sowohl in e als in & vorkommen und von welchen 5 einige vielleicht meh- 
rere Male enthält als c, verschwinden. Ist z. B. d —= 2°.5°.7°.11.41 und 





ce—=2.5.17, so ist A=b, da erst in z die Factoren 2, 5. 7 alle 
aus dem Nenner verschwinden. Setzt man nun 

de — Ge, 

b —= bie, 


wo e den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler von ec“ und 5 bezeichnet, so ist 


h 
ac ach i u 
ze und d, ist sowohl zu a als zu ce und ac, theilerfremd. Fängt man 
1 


also die Reihen in (I.) erst mit ac” statt mit «@ an und setzt also 
dc, — Sb, -4-r,, 
ac, —= Sb,-+-r,, 


h 


ac,c‘ — Str, 
so zeigt sich, dafs erst der Rest r, sich wiederholen wird. Nun ist der 


h 
Rest r, auch der, welchen I läfst. Es läfst sich demnach nicht behaupten, 


"1, durch 5 getheilt, lassen, sich 


dafs die Reste, welche «a, ac, ac, ... ac 
wiederholen; wohl aber läfst es sich von dem Reste behaupten, den ac’, durch 
b getheilt, läfst. Die Anzahl der sich periodisch wiederholenden Reste ist 
höchstens —= 4, —1. 
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W, 
\endel man dies auf die Decimalbrüche an, so foigt, dafs wenn der 


Nenner des gemeinen Bruchs — 2”.5".p ist, wo p(>>1) eine Zahl ist, die 
sich weder durch 2, noch durch 5 theilen läfst, und wenn: 
v") mr ist: dals dann der entstehende Decimalbruch nach dem Komma 
m Stellen haben werde, die sich nicht wiederholen; 
>) Dafs. wenn m ==r ist. der Decimalbruch = solcher Stellen und 
y) Wenn m<_r ist, der Decimalbruch r Stellen haben werde. 

Die Anzahl der sich wiederholenden Stellen ist die nemliche, wie für 
einen Decimalbruch,. der aus einem Bruche entsteht. dessen Nenner p ist: 
welche Anzahl nach (I1l.) gefunden wird. 

Sinsheim. im August 1846. 

















10. G. Green, on the theories of Electricity and Magynelism. 3 


10. 
An Essay on the Application of mathematical 
Analysıs to the theories of Hleetricity 
and Magnetism. 


(By the late George (Green, fellow of Gonville- and Cains-Colleges at Cambridge.) 





Introductory notices. 

(By William Thomson Esq., fellow of St. Peters- College at Cambridge.) 

De following memoir on Electrieity and Magnelism, although published 
in 1828, is still but little known either in England or on the Conlinent, and 
is now ouf of pownt. A considerable part of ihe contents may be known to 
most of the readers of this Journal, as many as Ihe theorems on Attraclion. 
first given by Green in this work, have been rediscovered within the last 
few vears; but still the original Essay entire, as il is now presented, will 
probably be found interesting. 

The independent investigations made by subsequent authors on the sub- 
ject of @reens Essay, or on subjects closely connected with it, will be found 
in the paper of which the following are the titles. 

Enonce de deux theoremes generaux sur l’altraclion des corps el 
la theorie de la chaleur; par Chasles. In the „Comptes-rendus; Paris. 
Fevr. 11. 1839.” 

Gauss memoir on general Theorems relating to altraclive and repulsive 
forces varying inversely as the square of the distance. In the „Resultate 
aus den Beobachtungen des Magnelischen Vereins im Jahre 1539; Leipzig 
1540.” (English and french translations of this paper have been published 
in „Jaylors scientific memoirs for April 1842” and in the numbres of 
Liouville's Journal for July and August 1842.) 

Cambridge mathematical Journal Vol. IH. Febr. 1842. „On the uni- 
form motion of heat and its connection with the mathematical Theory of 
Electricity, with Application to the determination of the extensive and 
intensive Altraclion of a homogeneous Ellipsoid.” 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 1. 10 
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Theoremes generaux sur l’attraclion des corps; par M. Chastes; in the 
Addition to the „Connaissance des temps for 1845” published June 1842. 

Additional Developments of the same Theory will be found in the 
following papers. Note sur un m&moire de Mr. C'hasles par Mr. Sturm, 
Liouville's Journal Septbr. 1842. 

On general propositions in Ihe Theory of Attraclion. Parts I. and Il. 
of the Cambridge - mathematical - Journal Vol. III. Novbr. 1842 and Febr. 
1543. 

Note sur la theorie de l’attraclion, par Mr. W. Thomson. Liouville's 
Journal, June 1844. 

Recherches sur les surfaces isolhermes et sur l’altraction des Ellipsoides 
par Mr. Ch. Despeyrous. Crelle's Journal tome XXXI. cah. 2. 1845. 


George Green was born at Nottingham on the 14" of July 1793. 
The Essay now reprinted, his first work, was written during the intervals of 
a laborious occupation, the author being employed in assisting his father, who 
was first a baker at Nottingham, and afterwards a miller at the adjacent village 
of Sneinton. In the early part of Ihe year 1829 the father died, leaving 
Ihe business entirely in the hands of his son, who shortly afterwards dispared 
of it, to allow himself time for the prosecution of his studies several years 
after this, when want of sympathy in his pursuit, and the difficulty he 
experienced in having his researches made known, had almost led him to 
relinquish his mathematical studies, he was persuaded by friends to enter the 
University ol Cambridge and was commended to publish some his results in 
ihe Philosophical Transaclions of one or other of Ihe learned Societies. His 
second work (see below) was accordingly presented to the Cambridge Philo- 
phical Society (communicated by Sir Edward F. Bromhead Now. 12" 1832), 
as were all his subsequent memoirs. 

In October 1833 he came into residence at Cains-College, and in Ja- 
nuary 1837 he took the degree of Bachelor of Arts, with heigh honours, his 
name appearing fourth on the list of „wranglers.” 

In Nowember 1539 he was elected fellow of his college. He remained 
at Cambridge till the spring of 1840, when his health failing he returned at 
Sneinton and died there on the 31" of May 1841. 

The following are the titles of his published mathematical works. 
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I. An Essay on the Application of mathematical Analysis to the 
Theories of Electrieity and Magnetism. Nottingham 1828. 

II. Mathematical Investigation concerning the laws of Equilibrium of 
Fluids analogons to the Electric-Fluid; with other similar researches. 
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Prefac e. 





Alter I had composed the following Essay, I naturally felt anxious to 
become acquainted wilh what had been ellfected by former writers on the same 
subject, and, had it been praclicable, I should have been glad to have given, in 
(his place, an historical sketch of its progress; my limited sources of information, 
however, will by no means permit me to do so; but probably I may here be 
allowed lo make one or two observations on the few works which have fallen 
in my wav, more particularly as an opporlunity will thus offer itself, of noti- 
eing an excellent paper, presented to the Royal Society by one of the most 
illustrious members of that learned body, which appears to have attracted little 
attention, but which, on examination, will be found not unworthy the man who 
was able to lay the foundations of pneumatic chymistry, and to discover that 
water, far from being according to the opinions Ihen received, an elementary 
substance, was a compound of two of the most important gasses in nalure. 

It is almost needless to say Ihe author just alluded to is the celebrated 
Cavendish, who, having confined himself to such simple methods, as may 
readily be understood by any one possessed ol an elementary knowledge of 
seomelry and fluxions, has rendered his paper accessible to a great number 
of readers; and although, from subsequent remarks, he appears dissatisfied 
with an hypothesis which enabled him to draw some important conclusions, 
it will readily be perceived, on an altentive perusal of his paper, that a trifling 
alteration will suffice to render the whole perfectly legitimate *). 


*) In order to make this quite clear, let us select one of Cavendish’s propositions, 
Ihe twentieth for instance, and examine with some attenlion Ihe method there employed. 
The objeet of this proposition is to show, that when two similar conducting bodies com- 
municate by means of a long slender canal, and are charged with electricity, the respec- 
tive quanlities of redundant fluid contained in them, will be proportional to the »—1 
power of their corresponding diameters: supposing the electrie repulsion to vary inversely 
as the » power of Ihe distance. This is proved by considering the canal as cylindrical, 
and filled with incompressible fluid of uniform density: then the quantities of electricity 
in the interior of the two bodies are determined by a very simple geometrical construc- 
tion, so that the total action exerted on the whole canal by one of ihem, shall exactly 
balance that arising from the other; and from some remarks in the 27'P proposilion, it 
appears the results thus obtained, agree very well with experiments in which real canals 
are employed, whether they are straight or crooked, provided, as has since been shown 
by Coulomb, n is equal to two. The author however confesses he is by no means able 
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Little appears to have been effected in the mathemalical theory of elec- 
trieily, except immediate deductions from known formulae, that first presented 
themselves in researches on the figure of the earth, of which the prineipal 
are, — the determination of the law of the electric density on the surfaces ol 
conducting bodies differing little from a sphere, and on those of ellipsoids. 
from 1771, the date of Cavendish’s paper, until about 1812, when M. Poisson 
presented to the French Institute {wo memoirs of singular elegance, relalive 
to the distribution of electrieity on the surfaces of conducling spheres, pre- 
viously electrified and put in presence of each other. It would be quite im- 
possible to give any idea of them here: to be duly appreliated they must be 
read. It will therefore only be remarked, that they are in fact founded upon 
Ihe consideration of what have, in this Essay, been termed potential functions. 
and by means of an equaltion in variable differences, which may immediately 
be obtained from the one given in our tenth arlicle, serving to express the 
relation between the two potential funclions arising from any spherical sur- 
face, the author deduces the values of these functions belonging to each of 
Ihe two spheres under consideralion, and Ihence the general expression of the 
electrie density on the surface of either, together with their actions on anı 
exterior point. 

I am not aware of any malerial accessions to the theory of electricity. 
strielly so called, except those before noticed; but since the electric and 
magnelic fluids are subject to one common law of action, and Iheir theory. 





to demonstrate this, altough, as we shall see immediately, it may very easily be deduced 
from the proposilions contained in this paper. 

For this purpose, let us conceive an incompressible fluid of uniform density, whose 
parlicles do not act on each other, but which are subjeet to Ihe same actions from all 
the electricity in their vieinity, as real electric fluid of like density would be; then sup- 
posing an infinitely thin canal of this hypothetical fluid, whose perpendicular sections are 
all equal and similar, to pass from a point « on the surface of one of Ihe bodies, througli 
a porlion of its mass, along the interior of the real canal, and trough a part of the 
other body, so as to reach a point A on its surface, and then proceed from A to «a in 
a right line, forming thus a closed circuit, it is evident from the prineiples of hvdrosta- 
tics, and may be "proved [rom our author’s 239 proposition, that the whole of the 
hypothetical canal will be in equilibrium, and as every particle of the portion contained 
within the system is necessarily so, Ihe rectilinear porlion «A must therefore be in equi- 
librium. This simple consideration serves to complete CGavendish’s demonstration, wha- 
tever may be Ihe form or thickness of the real canal, provided the quantity of electricity 
in it is very small compared with that contained in the bodies. An analagous application 
of it will render the demonstration of the 224 proposilion complete, when the two coa- 
tings of the glass plate communicate with their respective conducting bodies, by fine 
metallic wires of any form. 
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eonsidered in a malhemalical point of view, consists merely in developing the 
eonsequences which Now from this law, modified only by considerations arising 
from the peeuliar conslitution of natural bodies with respect to these two kinds 
of fluid, it is evident, the mathematical theory of the latter must be very inti- 
matelv connected with that of the former; nevertheless, because it is here 
necessary lo consider bodies as formed of an immense number of insulated 
parlicles, all acting upon each other mutually, it is easy lo conceive that 
superior difliulties must, on {his account, present themselves, and indeed, until 
within the last four or five years, no successful attempt to overcome them had 
been published. For this farther extension of Ihe domain of analysis, we are 
again indebted to M. Po:sson, who has already furnished us with three me- 
moirs on magnelism: the two first contain the general equations on which the 
magnelic state of a body depends, whatever may be its form, together with 
their complete solution in case the body under consideration is a hollow sphe- 
rical shell, of uniform thiekness, acted upon by any exterior forces, and also 
when it is a solid ellipsoid subject to the influence of the earth’s action. By 
supposing magnelie changes to require lime, although an exceedingly short one, 
Io complete them, it had been suggested that M. Arago’s discovery relative 
to the magnetic ellects developed in copper, wood, glass, etc., by rolation, 
mieht be explained. On this hypothesis M. Porsson has founded his third me- 
moir, and thence deduced formulae applicable to magnetism in a state of motion. 
Whether the preceding hypothesis will serve to explain the singular phenomena 
observed by M. Arago or not, it would ill become me to decide; but it is 
probably quite adequate to account for those produced by the rapid rotation of 
iron bodies. 

We have just taken a cursory view of what has hitherto been written, 
to Ihe best of my knowledge. on subjects connected with the malhemalical 
theory of electrieity; and although many of the artifices employed in the works 
before mentioned are remarkable for their elegance, it is easy to see they are 
adapted only to particular objeets, and that some general melhod, capable of 
being employed in every case, is still wanling. Indeed M. Poisson, in Ihe 
commencement of his first memoir (Mem. de Institut 1811), has incidentally 
ojven a method for delermining the distribution of electricity on the surface 
of a spheroid of any form, which would naturally present itself to a person 
oceupied in these researches, being in fact nothing more than the ordinary 
one noticed in our introductory observations, as requiring the resolution of 








10. G. Green, on the theories of Electriceity and Magnetism. 79 


the equation (a). Instead however of supposing, as we have done, that the 
point » must be upon the surface, in order that the equation may subsist, 
M. Poisson availing himself of a general fact, which was then supported b\ 
experiment only, has conceived Ihe equation to hold good wherever this point 
may be situated, provided it is within the spheroid, but even with this exten- 
sion the method is liable to the same objection as before. 

Considering how desirable it was that a power of universal agency, like 
electrieity, should, as far as possible, be submitted to caleulation, and reflecting 
on the advantages that arise in the solution of many diflieult problems, from 
dispensing altogether with a particular examination of each of the forces which 
acluate the various bodies in any system, by confining the attention solely to 
that peculiar function on whose differentials they all depend, I was induced to 
try whether it would be possible to discover any general relations, existing 
belween this function and the quanlilies of electricity in the bodies produeing il. 
The advantages Zaplace had derived in the third book of Ihe Mecanique Celeste. 
from the use of a parlial differential equation of the second order, there given. 
were too marked to escape the nolice of any one engaged with the presen! 
subject, and naturally served to suggest that this equation might be made sub- 
servient to the object I had in view. Recollecling, after some attempts to 
accomplish it, that previous researches on partial dilferential equations, had 
shown me the necessity of altending to what have, in this Essay, been de- 
nominated the singular values of functions, I found, by combining this consi- 
deration with the preceding, that the resulting method was capable of being 
applied with great advantage to the electrical theory, and was thus, in a shor! 
time, enabled to demonstrate the general formulae conlained in the preliminary 
part of the Essay. The remaining part ought to be regarded prineipally as fur- 
nishing parlicular examples of the use of these general formulae; their number 
might with great ease have been increased, but those which are given, it is 
hoped, will suffice to point out to malhematicians, Ihe mode of applving the 
preliminary results to any case they may wish to invesligate. The hypotheses 
on which the received theory of magnelism is founded, are by no means so 
certain as the facts on which the electrical theory rests; it is however not 
the less necessary to have the means of submitting them to calceulation, Tor 
the only way that appears oppen to us in the investigation of these subjects, 
which seem as it were desirous to conceal themselves from our view, is to 
form Ihe most probable hypotheses we can, to deduce rigorously the conse- 
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quences which flow from them, and to examine whether such consequences 
agree numericallvy wilh accurate experimenls. 

The applicalions ol analysis to the physical Sciences, have the double 
advanlage of manifesting Ihe extraordinary powers of this wonderful instrument 
of thought. and at the same time of serving to increase ihem; numberless 
are Ihe instances ol Ihe truth of this asserlion. To select one we may remark, 
that M. Fourzer, bv his invesligations relative to heat, has not onlv disco- 
vered Ihe general equalions on which its motion depends, but has likewise 
been led to new analylical formulae, by whose aid M. M. Cauchy and Porsson 
have been enabled to give Ihe complete theory of the motion of the waves 
in an indelinitely extended fluid. The same formulae have also put us in 
ossession of the solutions of many other interesting problems, too numerous 
‚, be detailed here. — It must certainly be regarded as a pleasing prospect 
to analists, hal at a lime when astronomy, from the state of perfection to 


% 
ke 


which it has attained, leaves little room for farther applications of their art. 
Ihe rest of the physical seiences should show themselves daily more and more 
willing lo submit to it; and. amongst other things, probably the theory that 
supposes light to depend on the undulations ol a luminiferous fluid, and to 
which the celebrated Dr. T. Young has given such plausibilitv. may furnish 
a useful subjeet of research, by allording new opporlunilies of applying the 
reneral theory of the motion of fluids. The nnmber of these opportunilies 
can scarcelv be too great. as it must be evident to ihose who have exami- 
ned Ihe subject, that, although we have long been in possession of the gene- 
ral equalions on which this kind of motion depends, we are not yet well 
acquainted with the various limitalions it will be necessary to introduce, in 
order io adapt Ihem to the different physical eircumstances which may oceur. 

Should Ihe present Essay tend in any way to facilitate the application 
of analysis lo one of the most interesting of the physical sciences, the author 
will deem himself amplv repaid for any labour he may have bestowed upon 
it: and it is hoped the diffieulty of the subject will ineline mathematicians to 
read this work with indulgence, more particularly when Ihey are informed 
{hat it was writllen bv a voung man, who has been obliged to obtain the little 
knowledge he possesses, al such intervals and by such means, as other indis- 
pensable avocations which offer but few opportlunities of mental improvement. 


afforded. 
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Introduetory observations. 


The object of this Essay is lo submit to Mathematical Analysis the 
phenomena of the equilibrium of the Elecetrie and Magnetie Fluids, and to laı 
down some general prineiples equally applicable to perfect and imperfeet con- 
ductors; but, before entering upon the caleulus, it may not be amiss lo give 
a general idea of the method that has enabled us to arrive al results, remar- 
kable for their simplicity and generalitv. which it would be very diffieult il 
not impossible to demonstrate in Ihe ordinary way. 

It is well known, that nearly all the attraclive and repulsive forces 
existing in nalure are such, that if we consider any malerial point p», the 
ellect, in a given direction, of all the forces acting opon that point, arising 
[rom any system of bodies 8 under consideration, will be expressed bv a 
parlial differenlial of a cerlain funelion of Ihe co-ordinates which serve to 
define the point’s position in space. The consideration of this function is of 
great imporlance in manv inquiries, and probably Ihere are none in which its 
utilitv is more marked than in those about to engage our attention. In the 
sequel we shall often have occasion to speak of this funclion, and will there- 
fore, for abridgment, call it the potential funelion arising from Ihe system 8. 
li » be a parlicle of positive electrieity under Ihe influence of forces arising 
from any electrified body, the function in question, as is well known, will be 
obtained by dividing the quanlity of electrieity in each element of the bodv. 
by its distance from the particle p, and taking the total sum of these quotients 
for the whole body, the quantities of electricity in those elements which are 
negatively electrified, being regarded as negalive. 

It is by considering the relations existing between the density of the 
electrieity in any system, and the potential functions Ihence arising, that we 
have been enabled to submit many electrical phenomena to caleulation, which 
had hitherto resisted the attempts of analysts; and Ihe generality of the con- 
sideration here employed, ought necessarily, and does, in fact, introduce a 
great generality into the results obtained from it. There is one consideralion 
peculiar to the analysis itself, the nature and ulility of which will be best 
illustrated by the following sketch: 

Suppose it were required to determine the law of the distribution of 
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Ihe eleetrieity on a closed condueting surface A without thickness, when placed 
under the influence of any electrical forces whatever: these forces, for greater 
simplieity, being reduced to three, Ä, Y, and Z, in the direction of the rec- 
tangular co-ordinates, and tending to increase them. Then 0 representing the 
density of the electrieity on an element do of the surface, and r the distance 
between do and p, any other point of the surface, the equalion for determin- 
ine o which would be emploved in the ordinary method, when the problem 
is reduced to its simplest form, is known to be 


’odo 








(a) cons — u — / — /(Xdr + Ydy-- Zdz); 


© r 
the first integral relalive to do extending over the whole surface A, and the second 
represenling the function whose complete differential is Ad.ır + Ydy-- Zdz, 
c, y and z& being the co-ordinates of p. 

This equation is supposed to subsist, whatever may be the position of p, 
provided it is situate upon A. But we have no general theory of equations 
of this desceriplion, and whenever we are enabled to resolve one of them, 
is because some consideralion peculiar to the problem renders, in that parti- 
eular case, the solution comparatively simple, and must be looked upon as the 
effeet of chance, rather than of any regular and scientific procedure. 

We will now take a cursory view of the melhod it is proposed to 


substitute in the place of the one just mentioned. 


Let us make B— Ad Ydy-- Zdz) whatever may be the posilion 


« 





’ ; "ode ie u > 
of the point p, V = = f s when p is situate any where within the surface A, 
u r 





. "odo . 0 ) 

and I — /- — when p is exterior to it: the two quanlities V and V', 
e r 

althouglı expressed by the same definite integral, are essentially distinet functions 

of x, y, and 2, the rectangular co-ordinates of p; these functions, as is well 


known, having the property of satisfying the partlial differential equations 








ur „en ;; 

dee Fr dy: | de? 
u EEE 
ar 7 dy? I A? 


li now we could obtain the values of V and V’ from these equalions, we 
should have immediately, by differentiation, the required value of o. as will 


be shown in the sequel. 
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In the first place, let us consider the function V, whose value al Ihe 
surface A is given by the equalion (a), since this may be written 
the horizontal line over a quanlity indicating that it belongs to Ihe surface A. 
But, as the general integral of Ihe partial differential equation ought to contain 
two arbitrary Tuneclions, some other condition is requisite for the complete 

a » . ’ ‘odo 
determination of F. Now since v-/7, 

u 

dilferenlial co-eflicients can become infinite when » is situate any where within 


it is evident that none of ils 


Ihe surface 4, and it is worthy of remark, that this is preeisely Ihe condition 
required: for, as will be afterwards shown, when it is satisfied we shall have 
generally 

y —= — /(o)doV; 
ihe integral exiending over the whole surface, and (o) being a quanlity de- 
pendant upon Ihe respective positions of p and do. 

All the diffieulty therefore reduces itself to finding a function V, which 
salislies Ihe partial differenlial equation, becomes equal lo the known value of 
V at ihe surface, and is moreover such that none of its differential coefficients 
shall be infinite when p is within A. 





In like manner, in order to find V’, we shall obtain VW’, its value at A, 

by means of the equation (a), since this evidently becomes 

a—=V'—B, ie V=!V. 

4 rn ’ . yı “odo 
Moreover it is clear. that none of the differential co-efficients of V —.; a 
Fr 
can be infinite when » is exlerior lo the surface A, and when p is at an 
infinite distance from A, V’ is equal to zero. These two conditions com- 
bined with Ihe partial differential equation in W’, are sufficient in conjunction 
with its known value V’ at Ihe surface A for Ihe complete determination of V', 


since it will be proved hereafter, that when ihey are satisfied we shall have 
V’'— — /(e)do V'; 
the integral, as before, extending over the whole surface A, and (g) being a 


quanlity dependant upon the respective position of p and do. 
It only remains therefore to find a function V’ which satisfies the partial 


differential equation, becomes equal to V’ when p is upon the surface A, vanishes 
when p is at an infinite distance from A, and is besides such, that none of 


its differential co-efficients shall be infinite, when the point p is exterior to A. 
6er 
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All those to whom the practice of analysis is familiar, will readily perceive 
Ihat the problem just mentioned, is far less diffieult than the direct resolulion 
of Ihe equalion (@), and therefore the solution of the question originally pro- 
posed has been rendered much easier by what has preceded. The peculiar 
eonsideration relative to Ihe differential co-efficients of V and V’, by restricting 
Ihe generality of Ihe integral of the partial differential equalion, so that it can 


in fact contain only one arbitrary function, in the place of iwo which it ought 
olherwise to have conlained,. and. which has thus enabled us to effect the 
simplifieation in question, seems worthy of the attention of analysts, and may 
be of use in olher researches where equations of this nalure are employed. 

We will now give a brief account of what is contained in the fol- 
lowing Essay. The first seven arlicles are employed in demonstraling some 
very general relations existing between Ihe density of the electrieity on sur- 
faces and in solids, and the corresponding potential functions. These serve 
as a foundalion to the more particular applications which follow Ihem. As il 
would be diffieult to give any idea of this part without employing analylical 
symbols,. we shall content ourselves with remarking, that it contains a number 
of singular equations of great generality and simplieity, which seem capable of 
beine applied to many departments of the electrical theory besides those con- 
sidered in the following pages. 

In the eight arlice we have determined the general values of the 
densities of the electricitv on the inner and outer surfaces of an insulated 
eleetrical jar. when, for greater generality, these surlaces are supposed to be 
eonneeled with separate conduetors charged in any way whatever; and have 
proved, that for the same jar, they depend solely on the difference existing 
beiween the two constant quantilies, which express the values of the potential 
[unelions wilhin Ihe respective conductors. Afterwards, from these general 
values Ihe following consequences have been deduced: — 

V\hen in an insulated electrical jar we consider only the electrieitv 
aceumulated on Ihe two surfaces of the glass itself, ihe total quantity on the 
inner surface is preeiselv equal to Ihat on the outer surface, and of a contrary 
sien,. notwithstanding the great accumulation of electrieity on each of them: 
so that if a communication were established between the two sides of Ihe jar, 
Ihe sum of the quanlities of electricitiy which would manifest themselves on 
the two metallic coalings, after the discharge, is exaclly equal to Ihat which. 
before it had taken place, would have been observed to have existed on the 
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surfaces of Ihe coatings farthest from Ihe glass, the only portions then sensible 
Io Ihe electrometer. 

If an electrical jar communicates by means of a long slender wire 
with a spherical conductor, and is charged in Ihe ordinary way, Ihe density 
of the electricity at any point of the interior surface of the jar, is to the 
density on the conductor itself, as the radius of the spherical conductor to the 
Ihickness of Ihe glass in that point. 

The total quantity of electrieity conlained in the interior of any number 
of equal and similar jars, when one of them communicates with the prime 
conductor and the others are charged by cascade, is preeisely equal to that. 
which one only would receive, if placed in communication with the same 
conduclor, ils exterior surface being connected with Ihe common reservoir. 
This method of charging batteries, therefore, must not be employed when any 
great accumulalion of electricity is required. 

It has been shown by M. Po:sson, in his first Memoir on Magnelism 
(Mem. de l’Acad. de Sciences, 1821 et 1522), that when an electriüed body 
is placed in the interior of a hollow spherical conducting shell of uniform 
thickness, it will not be acted upon in the slightest degree by any bodies 
exterior to the shell, however intensely they may be electrified. In the ninth 
article of the present Essay this is proved to be generally Irue, whatever max 
be Ihe form or thickness of the conducling shell. 

In the tenth article there will be found some simple equalions. bxv 
means of which the density of Ihe electrieity induced on a spherical condueling 
surface, placed under the influence of any electrical forces whatever, is im- 
mediately given; and thence Ihe general value of the potential function for 
any point either within or without this surface is determined from the arbitrarı 
value at the surface itself, by the aid of a deiinile integral. The proportion 
in which the electrieity will divide itself between Iwo insulated conducling 
spheres of different diameters, connected by a very fine wire, is afterwards 
considered; and it is proved, that when the radius of one of them is small 
compared with Ihe distance between their surfaces, the product of the mean 
density of the electrieity on either sphere, by the radius of that sphere, and 


again by the shortest distance of ils surface from the centre of the other sphere, 
will be the same for both. Hence when their distance is very great, the 
densities are in Ihe inverse ralio of the radii of the spheres. 

When any hollow conducting shell is charged with electricity, the whole 
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of the Nuid is carried to Ihe exterior surface, without leaving any porlion on 
Ihe interior one, as may be immediately shown from the fourth and fifth articles. 
In Ihe experimental verificalion of this, it is necessary to leave a small orifice 
in the shell: it became therefore a problem of some interest to determine the 
modification which this alteralion would produce. We have, on this account, 
terminated Ihe present article, by investigaling the law of the distribution of 
electrieity on a thin spherical conducling shell, having a small circular orifice, 
and have found that its density is very nearly conslant on Ihe exterior sur- 
face. except in the immediate vieinity of the orifice; and the density at any 
point » of the inner surface, is lo Ihe constant density on the outer one, as 
Ihe produet of the diameter of a eircle into the cube of the radius of the orifice, 
is to the product of three times the circumference of that eircle into the cube 
of the distance of p from the centre of the orilice; excepling as before those 
points in its immediale vieinity. Hence, if the diameter of the sphere were 
twelve inches, and that of the orifice one inch, the density at the point 
on the inner surface opposile the centre of the orifice, would be less than 
the hundred and thirty thousandth part of the constant density on Ihe ex- 
terior surface. 

In the eleventh arlicle some of the effects due to almospherical elec- 
trieily are considered; the subjeet is not however insisted upon, as the greal 
variabilitv of the cause which produces them, and the impossibility of measuring 
it. gives a degree of vagueness lo Ihese determinalions. 

The form of a conducling body being given, it is in general a problem 
of great diffieulty, to determine the law of the distribution of the electric fluid 
on its surface: but il is possible to give dilferent forms, of almost every ima- 
oinable variety of shape, to conducting bodies; such, Ihat the values of the 
density of the eleetrieity on their surfaces may be rigorously assignable by 
Ihe most simple calulations: the manner of doing this is explained in the twelfth 
arlicle, and two examples of its use are given. In the last, the resulting form 
of the conducling bodv is an oblong spheroid, and the density of the electri- 
city on its surface. here found, agrees with the one long since deduced from 
other methods. 

Thus far perfect conduetors only have been considered. In order to 
sive an example of the application of theory to bodies which are not so. we 
have. in the thirteenth article, supposed the matter of which they are formed 
\o be endowed with a constant coereive force equal to 5, and analagous to 
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[rietion in its operation, so that when the resultant of the electric forces acting 
upon any one of their elements is less than /, the electrical state of this 
element shall remain unchanged; but, so soon as it begins lo exceed 9, a 
change shall ensue. Then imagining a solid of revolution to turn continuallx 
about its axis, and to be subject to a constant electrical force f acline in 
parallel right lines, we determine the permanent electrical state at which the 
body will ultimately arrive. The result of the analysis is, that in consequence 
of the coereive force 9, the solid will receive a new polarity, equal to that 
which would be induced in it if it were a perfect conductor and acted upon 
by the constant force /, directed in lines parallel to one in the body’s equator. 
making the angle 90°--,, with a plane passing through ils axis and parallel 
to the direction of f: f being supposed resolved into two forces, one in the 
direction of the body’s axis, the other 5 directed along the interseclion of its 
equator with the plane just mentioned, and 7 being determined by the equation 
BP. 

b 


In the latter part of the present article the same problem is considered 


sin y— 


under a more general point of view, and treated by a different analysis: Ihe 
hody’s progress from the initial, towards that permanent state it was the object 
of the former part to determine is exhibited, and the great rapidity of this 
progress made evident by an example. 

The phenomena which present themselves during the rotation of iron 
bodies, subject to the influence of the earth’s magnetism, having lately engaged 
the attention of experimental philosophers, we have been induced to dwell a 
little on the solution of the preceeding problem, since it may serve in some 
measure to illustrate what takes place in these cases. Indeed, if there were 
any substances in nature whose magnelic powers, like those of iron and nickel, 
admit of considerable developement, and in which moreover the coercive force 
was, as we have here supposed it, the same for all their elements, the results 


of the preceding theory ought scarcely to differ from what would be observed 
in bodies formed of such substances, provided no one of their dimensions was 
very small, compared with the others. The hypothesis of a constant coercive 
force was adopted in this article, in order to simplify the caleulations: pro- 
bably, however, this is not exactly the case of nature, for a bar of the hardest 
steel has been shown (I think by Mr. Barlow) to have a very considerable 
degree of magnetism induced in it by the earth’s action, which appears to 
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indicate, that although the coereive force of some of its parlicles is very greal. 
Ihere are others in which it is so small as not to be able to resist the feeble 
action of the earth. Nevertheless, when iron bodies are turned slowly round 
Iheir axes, it would seem that our theory ought not to differ greatly from 
observalion; and in parlieular, it is very probable the angle 7 might be rendered 
sensible lo experiment, by sufficiently redueing 5 the component of the force f. 

The remaining arlicles treat of the theory of magnetism. This theorv 
is here founded on an hypothesis relative to the conslitution of magnelic bodies. 
first proposed by Cowulomb, and afterwards generally received by philosophers. 
in which they are considered as formed of an infinite number of conducling 
elements, separated by intervals absolutely impervious lo the magnetic fluid, 
and by means of the general results contained in the former part of the Essay. 
we readily oblain Ihe necessary equalions for determining Ihe magnetic state 
induced in a body ol any form, by the action of exterior magnetic forces. 
These equalions accord wilh those M. Porsson has found by a very different 
method. (Mem. de l’Acad. des Sciences, 1821 et 1822.) 

If the body in question be a hollow spherical shell of constant 
thickness, the analysis used by Zaplace (Mee, Cel. Liv. 3) is applicable, and 
Ihe problem capable of a complete solution, whatever may be the situation 
of the centres of the magnetic forces acling upon it. After having given Ihe 
general solution, we have supposed the -radius of Ihe shell to become infinite. 
its thickness remaining unchanged,, and have ihence deduced formula belonging 
to an indelinitely extended plate of uniform thiekness. From these it follows, 
Ihat when the point p, and the centres of the magnelic forces are situate on 
opposite sides of a soft iron plate of great extent, the tolal aclion on p will 
have Ihe same direction as the resultant of all the forces, which would be 
exerted on the points p, p', p", p” etc. in infinitum if no plate were inter- 
posed. and will be equal to this resultant multiplied by a very small constant 
quanlily: the points p, p', p", p'" etc. being all on a right line perpendicular 
to the flat surfaces of the plate, and receding from it so, that the distance between 
any Iwo conseculive points may be equal to twice the plate’s thickness. 

What has just been advanced will be sensibly correct, on the suppo- 
sition of the distances between the point p and Ihe magnelic centres not being 
very great. compared wilh the plate’s thickness, for, when these distances 
are exceedingly great, the interposition of the plate will make no sensible 


alteration in the force with which p is solicited. 
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When an elongated body. as a steel wire for instance, has, under Ihe 
inlluence of powerful magnels, received a greater degree of magnelism than 
it can relain alone, and is alterwards left to itself, it is said lo be magnelized 
to saturalion. Now if in this state we consider any one of its condueling 
elements, the force with which a particle » of magnetism situate within the 
element tends to move, will evidently be preeisely equal to its coercive force fj 
and in equilibrium with it. Supposing therefore this force to be the same for 
every element, it is clear that Ihe degree ol magnelism retained by Ihe wire 
in a state of saturalion, is, on account of its elongated form, exactly the same 
as would be induced by the aclion ol a constant force, equal to f, direcled 
along lines parallel to its axis, if all the elements were perfect conductors: 
and consequentlv, may readily be determined by the general theory. The number 
and accuracy of Coulomb's experiments on eylindrie wires magnelized to satu- 
'alion, rendered an application of theory to this partieular case very desirable, 
in order to compare it wilh experience. We have therefore ellected this in the 
last article. and the result of Ihe comparison is of the most satisfactory kind. 
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ni. 
Notiz. 


(Yon Herrn Dr. Prexfs, Königl. Professor und Historiographen zu Berlin. ) 





K'riedrich der Grofse sagt in einem Briefe an Herrn v. Suhm vom 
22. Juni 1737: 
„Je vous aime trop geometriquement pour que vous puissiez me soup- 
„vonner dinconstance, et la definition 48° d’Euclide sera fausse quand 
„mon amılie envers vous se dementira.” 
Wenn die obige Zahl 48 unrichtig ist, so fragt es sich, welcher Euclidische 
Salz dem Könige vorgeschwebt habe? 
| Vielleicht der 48te (leizie) Satz des ersten Buchs, ein Lehrsatz; denn 
die Zahl der Definitionen (Erklärungen) steigt in keinem der Euclidischen 
jücher bis auf 48; auch die Zahl der Sätze (Lehrsätze und Aufgaben) steigt 
nur im ersten und zehnten Buche bis zu und bis über 48; der 48te Satz im 
zehnten Buche kann aber nicht wohl gemeint sein. D. Herause.] 
riedrich schreibt an NVoltarre aus Berlin vom 4. Dec. 1739: 
„Nous venons de faire :cı Vacquisition d’un tres habile homme. Hl 
„sappelle Celius; ?ıl est habile physicien et tres renomme pour les 
„experiences. Gm lu donne pour 20 mille ecus d’instruments. Il 
„achevera, eetle annee, un ouvrage qui lu: fera beaucoup d’honneur: 
‚cest une machine mecanıque qur demontre parfailement tous les mou- 
„vements des eloiles et des planetes selon le systeme de Newton. 
Wer ist Celius, und wo findet man über ihn Auskunft? 


ot Friedrich ungelähr Dasselbe, unter demselben 


Dalum, in einem Briefe an Algarotti. Auch dort ist der Name Celius ganz, 


ım Folgenden sa 


deutlich geschrieben. Es heifst dort 
„Nous avons regu ic} un Ires habile physicien, nomme Celius (Celius); 
„cest un homme qui a pour plus de 20 ımille ecus d’instruments de 
„physique, et qui est Ires verse dans les malhematiques. 
Wer ist Celus? 
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12. 
Moyens pour trouver l’expression de la z."- integrale 
partieuliere de V’equation Iincaire 
ym+Pyr DL" >L,....+8yY+Ty = 0, 


| ) 
a laide des z—1 valeurs Y,. Ya» ---- Y._ı qui statısfont 
a cette Eequation. 
(Par Mr. le Dr. €. J. Malmsten, prof. des Mathem. a l’Univers. d’Upsäla.) 


O. sait depuis longtemps qu’en connaissant rn valeurs particeulieres de v, 
satisfaisant a l’equation differentielle lineaire du 2" ordre 


6 De Be 2 = tn > Bande EFT 2 de a 7 


| | 
on peut en former immediatement liintegrale complete, en multipliant par une 
constante arbitraire chacune de ces valeurs parlieulieres et en prenant la somme 
de ces produits; et de plus que, si seulement #» —1 valeurs particulieres de 
l’equalion (1.) sont connues, on en peut tirer la »"", en integrant une 
equation differentielle du 1” ordre. Ce theoreme ceelebre, appele avec raison 
par Mr. Lacroiw „Le plus general quon ait sur Üintegration des equalions,” 
a ele (en tant que je sache) present6 pour la premiere fois par Lagrange 
dans les mömoires de l’Academie de Berlin de 1775. 

CGependant en cherchant la n'“"“ valeur particuliere de y ä l’aide des 
autres a —1 connues, on s’est conlenle de faire voir comment se forme l’equa- 
tion differentielle du 1” ordre, qui donne cette valeur. Or deja pour les 
equations du 3" et du 4" ordre les caleuls a faire pour cela deviennent 
si compliques que meme on a cru quil ne valait pas la peine de les conduire 
jusqu’au bout pour obtenir l’expression finale de la valeur demandee. Enfin, 
en considerant, combien les caleuls augmentent pour chaque ordre plus eleve, 
on la jug@ presque impossible de trouver l’expression finale pour une equalion 
difförentielle du 2" 

Mais cette impossibilit@ n’est qu’apparente. L’objet du present memoire 
est de faire voir, non seulement que l’expression finale demandee de la n'" 


ordre. 


intögrale parliculiere, puisse fort bien etre trouvee, mais quelle se presente 
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meme sous une forme dont la simplieite est remarquable. Je suis parvenu 
a eviter la complicalion des caleuls, qui menace de rendre infructueuse toute 
tenlative de resoudre d’une maniere generale le probleme en question, par les 
[onelions connues sous le nom de Determinants, dont l’application a la trans- 
[ormaltion des integrales multiples est connue depuis long-temps et dont la 
recherche plus partieuliere a occupe plusieurs Analystes les plus celebres de 
notres temps: M.M. Jacobi, Cauchy, Binet, Catalan, etc. 


I. 
D’abord il faut se rappeler quelques proprietes des Delerminants don! 
nous aurons besoin dans la suite. 
A. On nomme Determinant la fonclion 


Eh. 


en designant par cela, comme de coütume, la somme algebrique de tous 
les termes du prodnuit 


n 
n 


aui se presenlent en onerant sur les indices en haut et en bas toutes 
| \ \ 


les permutalions possibles, et en posant devant chaque terme le signe —- 


ou —, de sorte que pour chaque permulation ainsi operce, le signe 
est change en —, et reeiproquement. Ainsi on obtient 
(2) Ztal.a.a.... "— — .+90.0... = 3+0.0.U)....d. 


B. Si deux indices, en haut ou en bas, son egaux entre eux, le Deferminant 
est egal a zero. 


C. Enfin nous empruntons les deux formules suivantes trouvces par M. Jacobi: 








dR , ,„ AR 45 MR 
R= a at gate Ta 
da, ua, da, 
ou 
RB = Zi. e@...-@, 
3. ( 
Em (0 (i‘) dR | AR | |_ 4) AR 
—— q, dan TR dad 4 d, da® be] 
el 
VA), Pu), Pal. ef. 


Il. 
Soient Yız Yas Yas > +++ Yn-ı des fonctions de x, el posons pour abreger. 


17 


d’y, (1) 


nn Am y A 
dr! . 
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En differentiant le Determinant 
EI A 
par rapport a x, on aura 


De (n—3) (n—?2) 
dE "y; A .0.. - Yn—?2 . Fe l <. N . : ' (n—3) 7 
(4.) dr =». — — T) 1+y > we. Yn > Ber r 





parcequ’en vertu de la propriete (BD), tous les autres lermes s’anncanlissen! 
enlre eux. 


Des formules (3.} on lirera sans difheulte: 


56) (N. Zry.1 33... Yo 


2 .(n—?2) ’ n FR, .(n—3) ‚(n—2) X e “ PR; (n—3) 
- Yı '‘.<tYyY ..... A ya Wr 3 5 FR Er ERTEET ar 
I ytin=2) © . I N .(n—3) (n—2) 5 u ee .(n—3) 
y ‚<tYyı:Y2 Ya ee Ya ui + .<tYyıY-Y3 -Y5 ....Y, l 
ARE n—3 (r—?2) X r ' (n—4) (n—3) 
( 1) n—?2 <+tYyıy: Yn—3 Wi 


‚(n—35) 


7 ne? „Ine2) } aM 
+(—1) eV Yu . 


(n—4) (n—?) 


Br) tu ir Nee 


{n—2) XS u et (n—4) ln?) 
—yY aLYıYs+Ya ++ Yan + Yacı 


w 


(n—?2) . IT N „(n—4) „.(n—2) 
> Yi .<tYyı-Y: -Y4 ee 20 ? er 


(n—?2) XS ” # mM ER; | (n-—4) (n—?) 
+ .<tYı-.Y: :Y3 -Y5 oe. Yn—2 -Yn-i 
f n—3 «Äh n—?) — m Pr ! ‚n—4 P n—?) 
(—1) . n—? .<tYı-Yy: 000 Ynm3* Yn-i 


HAI. SINN TED, 
Ces formules peuvent aussi prendre la forme suivante: 


(n—?2) 


1) (-M.Frıyy... Ya 





u n—?2) X< ’ . (n—3) n—?2) XQ ‘ _ FR. 28.3) 
— Yi .<tLYy2:Y; er. 00 Yn— ni u tYı-Ys Ya N, 
(n—?2) >. 5 | I; | .(n—35) (n—2) < P FR mM (n—3) 
— Y  ELY NY Ya su Ya UNE Ya Ya 4 Yan 
(n—2) << . u = (n—5) (n—4) .(n=3) 
u ‚<tYy2.Y3 .Yı Cr ZER -Yi Yami 
(n—?) So A FR (n—4) „.(n—3) 
— Yan + LY2-Ys ++ Ya Vi © 


13 * 
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(S.) u 5 5 9 RER ei E 
N. Ety-Y3-Yı on Yu) 
7. ZtY-Yı-Yı fr Yan 
Ya Ery.yyı' ya yln 
nm Hy Yo... Yi fi Yan 
— EEE Yr ++) ru 


En differentiant (7.) et en ayant egard aux formules (4.) et (8.), on aur: 


.(r—?) 


(Y.) 5 PER WERE, ‚ur, mer 


in—1) X : 2 (n—3) (n—1) | . FR FW; (n—3) 
Y ENTE rare Ya —Y ENT NVE TE +5 en 


. 


In] v & 3 m a BEER. F n — ka u = Pa .; a PR, 1 
—y; BE YYı +) .. y“ ’—y!" EN YsYi .Ys ER, 


[2 
N JYn—1 a 731.73 *) k 


—_ Ad ir = s Bu | (n—5) (n—4) _— (n—1) \Q n r n—+) (n—3) 
Ya} ELY2Y3 0000 Yan :Yı ME za — yYıı MEINE Ya -Yı 


111. 

Ces preliminaires posces, qui nous seront uliles dans la suite, nous 
allons entreprendre la solution meme du probleme en question, savoir: de 
trouver lexpression de la n'”“ integrale a de lequation 

10) OH PD OEL... + Sy + Ty — 0, 
sı lon connait les n—1 valeurs 
BR a ei ri 
yui lu satisfont. 
Supposons, comme a lordinaire, 
(12.) y: Yı.3j 


Y+Zıt Y3-23 + 2.00 Yan 20-27 Ya=1° Zn-ı 
Vu 

(1. 2, u u ee 
sont des fonelions indeterminees qui doivent &eire determinces de sorte que 
"expression (12.) salisfasse a l’equation (10.). Supposons ensuite que les 
n— 2 relations suivantes aient lieu entre ces a—1 fonclions: 


YV er, V > ro. Y > '_ ıiy >! 4 f 5 ons () 
2 l . wi S > . a.) | h 3 . 7 | .. 0. | B: DE ED | y n—|1 . ER zn 2 
’ ! ! ! 1 Mr ) ' ! I ! ' 
“ gr ER “ “r is u n“ PR ci ” ‘+ =. . “> = 
Y 1 .w 1} Y > .. > Y 3 . n; | oe...» | ) nn? . u ER, | Y n—1 . Nat ’ (0 b 
/ 
14 ) 7 | „ \| 7 | „ ' „ ' 
. « “ . N “ 7 u * > DE = “ > nn Pr 2 dam ” 
( Yı 4 tt  aTY SB to. Ya Hat a = 0, 
[2 
(n—3) (nn) „ '!1 (1) „!']J$ | 2.(r-3) o’ I 20) 0! — 
Y N ww; Y > .%o), Y 3 w; | vo... Yı—2 I | Yn- 1 Da 0. 
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II ne reste qu’a chercher une des fonctions (13.). p. ex. &, parcequ'on 
obtient sans difficulte toutes les aulres en eflectuant l’elimination des equa- 
tions (14.). En differentiant successivement (12.). on obtiendra en vertu des 
suppositions faites dans (14.): 


’ ’ | ' ’ N N 
EV, . vv u >. __ Be > |. > 

Y —— Yı wi 1 Ya =." Y3 .—; | ut Yn-ı° ®n—19 
7 7 | ” 7 | 7 " 
r —— “ . >. 2 u = m ‘> 

Y Yı u Y?2 224) 3 +13 Te. * | Yn—2* n—2 7] Fa vlt 


- RER (n—?) I_ .(n—?2) .(n—?) | | (n—?2) » | (In!) - 
Y ee Y 1 3] 1 Yy3 5) -- Y 3 «23 N u Yn-2 . vun?) Y u Yun] t 
) 


» Ani) (nl) » _|_ .(n—1) (n—1) , | | (n—1) , (r—1) >» 
tet nt ya. 


I r —] = 1 
(n—?) „ ! (n—?2) „| ("—2) „| | (n—?2) „! (n—?) „/ 
Yı .“. | Yy3 nr T Y 3 a EL a ud AT Yn—ı nf 
(n) —— (n) 4 l_ .(n) “> | .(n) N | | (N) nn AN) ‚r 
Y ” ) ® | ) 2 ° “) ui E Y j . „7; s R ...» - R ) n—?2 . vn) Bi Y nt ya 


! 


%),.(in—1) ı ,.(n—l I Q..(nel e: ı 9. .(n—1 ),.n_l) „! 
2y\ .S] u 2y5 ze --2y5" ut... tar’ 2\ nl er 


) 1 


2) IL Ed NL aM EL ya) Et 1 ad 2 
l e or y3 5 a RE wu | Zn—I I 


w 


et ces valeurs, substituees dans (10.), donneront les Yı. Ya, -. + Y,_i, qui 
satisfont a l’equation 


16) MD rd... ty. (PL ayi®)z, 


n—1 


| | 9,.(7—-D\ u !_| N Lpun ’ 
+(P- 2y%" 5 2a +... (P-27 ar Fa 0 


| l / 


de laquelle, a l’aide de (14.), 2", 25", .... 2&,_ı et 27, 23, .... 2/_, doivent 
etre elimines. Mais en vertu des formules connues, les equations (14.) donnen! 


' 


les valeurs suivantes de 2,, &,, ....2,_: 








we ed n ‚(n—3 
a. tr -Yı ....y\ 2 8 pP; N | 
u . , en vr u A 5 
=+t7,.Y; «Yı en Aare v 
= j A ‚(n—3) 
PR, "SEEN ty. Yı+Yı un u P; Pe 
u De ee en en a ne  E 
-+t) 2 .) 3 .) 4 ... «I n—1 ıv 


rn a 5 a are 











1, FR (r—3) „(r-?) „(r—l) ‚(n—3) 
z N FR ui) Ya .? 3 ....) vn] -) l .:) r4 1 .. ..) no] ’ f 22 pP ” 
r y' EEE ‚(n—3) A 
EN NN ı 
a | ‚(n—4) „(n—3) 
' | Ya :) 3 ....) n—? . 1 ' ( ia y 
EEE a Ze 2 =_ 2] 
en „_ un (n—3) " 
= 1 Y2-Y; +); a „ 


en designant par ps, 3, .... P,_ı les numeraleurs vespeclifs et par w le 
denominateur commun. 
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En differentiant 


et en substituliant dans 


Wyw—y 


u . 


(ni 
—Yi ) 


ılr 
.(n—2 z I „.(n—2) "is 1. 2.(n—2) \ 
+ tr . f: | y3 «(5 ET Ye Pn-1j 
(n—?2) | (n—?) ’ I_ a .(n—2) ! 
—yi PVP Tee Ya Pan 


et parcequ’en vertu de 


(n—2) 4 


Zu . 
on A 


(1=.) Rn P- 


.p—Y5 


Y; 
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et en divisant par 2,’ 








\ » N s ’ 
BERN pP; Dis. WER 9,:W —W.P, 
u | Er b) 
U z; w 


p; ur | %;. , y — W.@, ' 





sn ee Eee 
us I, 12) 
Pr 2" | Pr W—Y.P/ 
‚ u Se 2 rn 
au <— u vr 
T i 4 
3} 


Pn—ı 2, u — Wi 


] Pn—1 . 








au I, | ur” 


(16.). on obtient 


n—?) 


Paz —ırre.. 


(n—?) 


( 
—. n—]1 


.(n—1) 
2 — Y} (3 0. 


\ 
1: Pn-1) 


(8.): 
n—?) zz | 


R n—)) 
GP: test Ya» 


(n—?2) 


' 2 
Fn—1 a Yy2 


.. + +1y = 0. 


on tire de (17.) 


9 rg 3 


_ 





Or ies formules (7.) et (9.) donnent immediatement 


(n—1) 
Yı 


“ 


In 


EEE \r 5 . .f 
irn: (—1) .<tYı-Y2 u: 
done. en posant pour abreger: 


(19.) 


el en observant que 





I 


1" 


2) (nn 2) F 
N —— 
L y? “(fr ) 


2(yed. er ya) .p, —, Pn-1) 
| (n—2) an _—_ 2-2) (+—2) 
“ v—y} Pr... 7), _ı + Pr 
‚(n—1) (n—1) .(n—1) 
) > ° Y ? es: Y 3 . (f; TE y nl ® f n—I 


YV -(r3) 


Jn—?2 


< A N (n—1) 
‚<= HYı.Y2 -Yn-ı 9 
(n—?2) 


Y3 +. — 


.o.» Ft 


ya Br 2 


n—1 


w 


.(n—2) 
n—1 


n—?2 


St Yı . Y. .... er 


do 


ya 


4 n—1 


en D, 


4 
.w, 


+P) 


w' 
w 
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ou @ est determine par la formule (19.) et (voir la formule (17.)) 
(21.) da 26 2; WR PO rg 


n—I1 


En integrant l’equation (20.), on aura 








1 w.er/Pix 
2, = u 
() 
c’est a dire 
» w. e-/ Pad c 
| een — > —. L, 





Ber 
d’ou, les valeurs de w et @ ctant substituces ä l’aide des formules (21.) 
et (19.). 


3 ; FE | (n-3) „2—/Pdx 
(22 ) a. +) 2 .) 3 Seen n—1 .c J 
Au Fl u 1] ——— (2 Eure ‚(n—3) 


4 , , ‚(n—?) 2 
Jı*Va LT 5 1 ) 


» we , HF ‚(n—3) „— [Pdx 
aT — h) > *® 7 ..r. ) . [6 
( 23.) Ss, = Ri nah . . dx. 


Be 29 (n—3) „(n—2)12 
“ ELF HFE re) 





” 





Quant a 2%,, 2,, elc., les formules (17.) donnent immediatement leurs 
valeurs. En ellet, on aura generalement 








° > ya ‚ ‚ ’ ——) —) Ar —, — di 
Zi - IE EEE er a RE er ’ 
vr a (a3) _(n=2)ı® UL, 
(- IV Va +++) ns I.) ag ) 
d’ou, en posanl 
i 
u r ns (n—?) 
R — <= +Yı-Ya a eo 


on trouvera sans diffieulte: 


ö dR Pdx 
3, —= (1). |) — ex de. 
De 2" 


La recherche precedente fournit done cet imporlanl 
Theoreme. Soient 
(BE) - Yıs Yas Yas +++ Yamı 
n—1 entegrales particulieres de leyuation 
(25.) 7 +Py"- 0," -...+8y'1Ty = 0: 
cette equalion sera aussi salisfaile par 
6) “= YııT9%2&+-. + Ya Ft Ya 
ou lon a fait generalement 


‚ FE ' dR _fPdx 
(7) = (1) Je ve de 
et 
m | y ' „ nn 
(28.) R en <tYı-Y: -Y3 N, 








= 12. Malmsten, sur Pequation y)+Pyr—V+OY—I....+SP+Ty=0. 





Ixemple 1. Pour n—2, c'est a dire pour l’equation 
y'_ -+-Py-+-0y = 0, 


- 


* o-/Pdx ‚ i ° o—/Pdx 
2, = | ——— die do y=yıf — de, 


Yı ’ 


on aura 





et Fintegrale complete est 








a 
— kıyı-AK,; yıf- 7 : dx. 


y 


“1 


Kxemple 2. Pour n—=3, dest ä dire Pu l"’equation 


-- Py" - QO, y’-- OY ee 


ıl vienl 


























’ V 7 Pdx dr ” p ä e 5 Pdx dr 
2 | - ö N 29 2 ! Ih\2 
(Yı-Ya Ir Iı) I (N Ir —NYı-Iı) 
d’ou 
v—y Sc TE Br S- yet de 
‚=)Yy a Yr° 
" (Y —- Jr I) I (Y 5 Adar / Yı) 
et Finlegrale complete est 
” ‚/-Pdx » v y —/Pdx 
7 a a Ks ‚da ‚„e/Pdx dr 
F Kıyı- Kıyıt R,'yı/% re ; ee 1. 
(Y —y2-Iı) u wi. I F 


EK.xemple 3. Pour n=—4, a a dire pour l’equation 
y +Py"+0y"+Ry-+Sy = 0 


on aura 


a I * y.’ — Jr )- e-/Pdx ö Ei (y ..Y, N).e/Pix 
Hi - / D° d. s " ne dx, 


(y,:1,'—Y, .7,').e/Pdx 
u, a ME A BO ne 


(y,.y ET YN).e [Pdx (y ur, y \,e/Pdx 
Yı na yıf we .de—yı ut Zu dr 


(Y,:)% y,').e=/Pdx 
Hrn f =. e dir 


—= K,yı- K, + R;y;4 K, Y4 

















et lintegrale PURE est 


avant fail 
r 5 Fe Pr :y m ia ’ vv,’ 
yılya Y3 —Y3Yı )TYı(lY Yı — Yıys )+ Yılyı Ya. yy)= D. 
Upsäla le 15 Mars 1849, 


ie 
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13. 
De l’equation differentielle *) 
2" (a, +b,2).y? +2" (a1 49,12). +...+604b2)y'+by=0. 
(Par Mr. le Dr. ©. I. Malmsten, Prof. des Mathem. de l’universit& d’Upsäla. ) 


z, 
Isuter, comme on sait, s’est occup& plusieurs fois et de differentes 
manieres de l’integration de l’equation differentielle du 2“ ordre 


u d’y a 
(1) & (abx)- = + xle+de) =. t(e+fr).y u 


equalion qui aussi a lraitee par Mr. Pfaff dans ses Disquwisitiones Analyticae. 
Cette @quation n’est qu’un cas particulier de la suivante: 
(2) 2”"a,+d,2).y” +2", 46,2). y"’-+... 
N | ’ 
..+(4+b2).y +bu.y _ 0. 

dont lintegration sera le sujet de ce memoire. 

Comme les cas ou l’on peut trouver l'integrale complete d’une equation 
differentielle du n'“"* ordre, sont tres-rares, el que generalement ils sont bornes 
aux deux suivanls: 


A,. ca + A,-ı . —_ + A.-: Br: + ot A, y+ A,y =— UV 


) | 
el 
a Gl) | n—-? „In? #4 j 
Ay IA... TAT +r... tAry+Ay = 0, 


ou A,,. A,, A,, etc. sont constants, la recherche qu’on va lire ne sera pas sans 
interet, d’autant plus qu’elle presentera une application de la feconde „Diffe- 
rentiation a indices quelconques” a une equalion d’un ordre superieur, appli- 
cation parfaitement analogue ä celle qu’a faite Mr. Liouville lui-meme a l’in- 
tegration de l’equation differentielle 


(3) (mar-tnr-+p).y"(ge+r).y'-+sy = 0. 





*) Nous nous servirons dans la suite de la notation de Layrange: 


’ dy m d’y d"y 
J dr’ , d.ı?’ 





yır) — 


dr” 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIX. Heft 2. 14 
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I. 


Posons. pour abreger: 





a ei ARE et 
: ip 





’p 1.2.3....p 








5.) Jul, = u.u—1l.u—2.... u T 1— >», 
d’ou l’on tire 
[u], = I(p-+1). u, 
En differentiant « fois l’equalion (2.) et en determinant « de maniere 
que l’equation 
(6) [ul + lu + lul--&..+:...- tu. +6, = 0 
soit satisfaite. on aura 
(T.) 2", ıb,r). BR ar (4, ,} R B,_2).yatDı I 

+2"1(4,,+B,.--2).yPH"”+... 
2A Baa)ıyed (AB, yet 


ol eeneralement 


A, = u..[n—1],..a,-+ 1 u-[8% —2)_..@,+... 
. Lu. [a —r],.4,.1-; - ER 
B een u.{n]..d,+u,..e—1]lu-8+... 
‚+0.[r+1—r].d,4-,+5,_.. 
Cela etant, supposons 
(B) v7 u 2,8 
L'equation (7.) se transformera alors en celle-eci: 
(10) za, +b,2)2""+- 2", 5,4 D,_,2).20 + 
te"? ,+D 2) PH... 
ee == 0 
ou, pour abröger, nous avons fait: 
C,_, = (n—1).[),-&.+(R — 2): [Ss] A, - -- 
A 1.) ui 4 (nr —p).Islı-A2-.-nt ur 
a 1), [s],- b "+ (R—?2),-ı: [s];—ı: B,_.-+- es 
B + (N —p) R [s]ı u B,_-o-y+ B,_, ‘ 
Maintenant, si l’on determine s de maniere que C,=0, dest ä ey que 


(12.) [s].-ı-@.-7 [s ].-2. An 14 [s]-3« 4  BUR, E +[s]. A: 4A, = 0, 














Ua +b,2).y9 + ar (kant ni) yrDd+....+(at+ba)y+by=0. 101 


l’equalion (10.), elant divisee par ©, devient 
(13) ala, +b,2).2" "+ 2""(C,_,-+D,.-,2).2079- 


...+2(G-+D,2).2"+(6,-+ D,2).2+D,.2z = 0: 


| 
expression de la m&me forme que (2.), mais qui est seulement du (Ra—1)'""* ordre. 

L’integralion de l’equation differentielle (2.) du n"" ordre a done ie 
reduite a dependre d’une autre equation de la meme forme, mais seulement 
de Fordre a—1, dont l’integration peut elre reduite a son tour a celle d’une 
equation de lordre a—2 etc., jusqu’a ce qu’on parviendra a une equation du 
2'°"“ ordre et de la forme de celle de Mr. Liouville. 

Done il ne reste qu’a demontrer, que l’integrale complete de (13.) donne 
aussi lintegrale complete de (2.). La valeur generale de x est formee, comme 
on sait, par la somme des n—1 integrales parliculieres, chacune multiplice par 
sa constante arbitraire. Cette valeur nous donne, a l’aide de (9.), une ex- 
pression de y, contenant: 

Ou A) n—1 constantes arbitraires. Dans ce cas la n““ valeur parti- 
euliere de y, qui reste, se trouvera au moyen du theoreme suivant que 
nous avons demontre dans le memoire precedent, savoir: 

Noient Yır Yar +++ Ya, n—1 ?integrales particulieres de leyua- 
thon lineaire 


(nr)! ‚(n—1) | (n—2) | Ss!" 1 Tv — 
y”{Py"_0, 2....+8y--Ty = 0, 


) 
cetle equalion sera aussi salisfatle par 
| 
I 


e [>27 
= 
Yy n—1' ®n—1 


w 


[7 


ou lon a fait generalement 
u dR Kö. 
z, oc (—1)" I Ge /Pdx Ir 


d er ’ 
(13.) Jet 
1 u Be, (n—?2) 
Rn = Ftyıey2-Yı Ya 

Ou B) n constantes arbitraires, precisement au nombre de celles que doit 
avoir liintegrale complete. 

Ou C) plus de n constanles arbitraires; et c'est generalement le cas 
ou la valeur de « est un nombre entier positif. Alors, en substituant 
dans l’equation (2.), on obtient quelques unes des constantes qui doivent 
avoir lieu pour que lintegrale puisse salisfaire a la dite equalion (2.). 


Par ce proc&d& le nombre des arbitraires est eflectivement reduit a n. 
14 * 
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L’equalion (6.) qui donne la valeur de w, est generalement du x“ 
degre, el par consequent elle peut donner r valeurs differentes de u. Parmi 
celles-ci on choisira, comme cela s’entend, celle qui conduit le plus aisement 
au bout. Quelquefois l’emploi de plusieurs valeurs de « pourra faciliter le calcul; 
p. ex. dans le cas oü de (13.) on peut sans difficulte tirer pour chacune des 
valeurs 

His Has su: Mb, 


une valeur correspondante 
(1), lu), --.. Z(u,). 


Alors on tirera immediatement de la formule (9.): 
” u, +1 . 1 ” uztl 
Y un K-/ org z(u,)da“ 1 1 K.f 2.2 (u). dert! ... 
r un 
...t K,.f x’.z(u,).da*'. 


Gependant l’emploi de plusieurs valeurs de « ne facilitera pas souvent 
le caleul; car l’equation (2.), elant d’un ordre superieur, l’equation (13.) lest 
egalement, et il faudra alors les plus souvent en entreprendre l’integralion 
speciale pour chaque valeur particuliere de «. Il en est tout autrement si 
l’equation (2.) est de la forme de celle de Mr. Liowville. Dans ce cas l’equa- 
tion (13.) devient du 1” ordre. 


1. 
Nous appliqueront maintenant la methode precedente ä quelques exemples. 
Ezemple 1. 
(14) zy"— Ray" +4ay'—A4y = 0; 
n elanı = 3 el 





een =, 


> 


De 1, b,= —2, um, b,= —4. 
L’equation (6.) devient 
(15.5) uluw—1)(u—2)— 2u(u—1)+4u—4 = (u—1)(u— 2) —= 0. 


d’ou 


= 2 Aal, 
A) Pour u=? on tirera de (7.): 
ay +d4ry'+2y" = 0 











zer (Un B= ba) ‚y) B= En | TER + bn—ı x) yr-ı) + .... + (a, 7 b,x)y'+ b; y=V 103 


on a 
x’2"44r2' +22 — (0, 


dont lintegrale est 











>» — Yu K, 1 K, 
v ” 
Cela pose, on obtient 
- K. r 
y' a KR, log x — . -- K,, 


y' — K,(zlogr — x) — Klge+ Ko K,, 


- ( z’log.r 3.r? a „x: ’ 
yo K,( _ 7 )— K:ı(eloge — 2)-+ KR, + k,.w. 








Mais comme cette valeur de y contient quatre constantes, il faut en deter- 
miner une au moyen de la substitution dans (14.). Cette substitution donnera 
K,—0; done l'integrale de (14.) se reduit, apres une modification legere 
des constantes, ä 
(16) y= K.nlegr-+K,r,-K;,r. 

B) Pour Tautre valeur u—=1 on lirera de (7.) 
da, däyY" =g, 
d’ou, en integrant, on aura 


1 


DB Zum y" m — 


3 
Be: 


y'—= K,lgr-K;,, 
y = K,(rloege— x) K,c-+-K,, 
et enfin, apres une transformation tres simple des constantes arbitraires. 
y= K.rlgr+-K,r’-+ Kr; 
ce qui est precisement la m&me valeur qui a et trouvee plus haut. 
Exemple 2. 


(17) zy" + rc +N)y’+(10r +1)y'’+2y = 0; 


n etant —=3 et 


43 —=0, 3=1, a=1, 
ea, Bea dei Ke 
L’equation (6.) donne ici 
uw —1)(u—2) + Tulu—1)+10u+2 —= (u+2)(u+ 1) = 0, 
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don 
Mu = —2, 1 = —1. 
A) Pour u —2, l’equation (7.) devient 
(15) zyr-+xelce- Ny— /yda. 
Supposons j 
Irdx == u, 
dou 
(19) y= zu-u, 
y = zu 2u' 


Cela. substitue dans (18.), donnera 





(20) zu’ -—-(Ir+l)W—u 0. 
En inleerant. on obtiendra 
i 3 = 
u De 'e “dr 
U _ RK: + KR, — EEG 
Be be 2 4 d 


et a Vaide de (19.), avec une modification legere des conslantes arbitraires. 











Ä | 
EEE Ar, 
y—= R,-— +K,—:/[e *"d«. 
z Fi Br u 
Avant trouve deux integrales particulieres de l’equaltion (17.), savoır 
l 1 
= — $ 
yo - el Yı = - fe 2 dx, 
’ F. ” Eu 


nous en tirerons cette troisieme a l’aide des formules (13’.) et (13”.) (n etant=3): 


(21.) ze Yıııt Y2:; ou 


z Y, e-/Pdx » y e-/Pdx 
a, = / — dr, 2. = / z : —z dr, 
EZ eh U (YıYa —Yr)yı ) 


cest a dire par la substitution des valeurs de y, et de y}, et en observanl 








Ir 
que P —. 
A 
Zr | | 
Gens /G fe u de)de — loge fe “ dx fe “Jogrdr, 
2, —= —Jlogr. 


Ces valeurs. substiluces dans (21.). donneront 
1 


a 1 


e* nam 
y,, — fe “ looe x. dı 
KL m 














2 (an + dm). y) +2" (kant bn-ir) yrrd+....+a+ba)y'+b,y=0. 105 


d’ou l’on aura l’integrale complete 


1 
x ER r £ 
22) y-= |K,+-K,fe “de+R,fe "logrde). 
B) Pour u —1 l’equation (7.) donnne 


zy" +(42-+1)y'-2y = 0, 
et en integrant: 
1 
ei 1 


e “de; 


c'est a dire les memes valeurs ia (20.), que nous avons obtenues 
en supposant u — —?2. Voila done un des cas, oü lemploi de valeurs difle- 
renles de « ne donne pas des resultats differents, et oü consequemment le 
profit en est nul. 


III. 
Avant de quitter ce sujet nous nous occuperons des deux equalions 
suivantes: 
(23) 2”(a,+b,2). yD ara, +b_,2).yo”- 
.+2a+b,2)y’ (+ ka: — 0, 
el 
(24.) (a,+b,e"), yo, +b,.e")yEr’+... 
.+(a-+be”).y’+(+be*).y = 0. 
dont Tiintegration se reduit facilement a celle de (2.). 
Quant ä la premiere (23.), en posant z’—v et en faisant comme ü 
l’ordinaire 


R;, 
on _—_ ®’y et on —_ (3 
Pu Ze Me 





on aura gencralement 
k=p 


2r.yP = Sy(p,k). vr.y®, 
k=1 
ou 


23) sin = (RSN'.M.Gr), 


En substituant dans (23.) il vient 
(26.) v"(M,-+-N,v).yP +vM,n+N,_e).y’-4... 
. +9 (M,--N,v).y,"+v(M,--N,v).y’+(M,+N,vo)y = 0 
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ou. pour abreger. nous avons pose les expressions 


M,=ıa et M, = S. y(p,k).a, pour k > 0, 


P= 


N=b ae N = S. p(p,k).b, pour k > 0 


p=k 
p(p,%k) etant determine par (25.). Cela elant, faisons 


y=v.2, 
et nous aurons 
ı=p 
j — 8[s et, 
it) 


et en substituant dans (26.): 
(27) v"(M/!-+N,v.z(’ Ho (M,4+N,_v) 2004 
. 4 eo (Mi Natel die \v) 8- Ze A p; ,v).2 Be ai 0, 


ou. pour abreger, nous avons fait 


pzn 


u] u 
M, = SI sp. (Pr-M,, et N’ = S[s],r- (Pr: N 


p=k 
En determinant s ö maniere que M)—0, c’est a dire que 
(28) [s.-M.+[s].-- Mai + [sl Mo -+ ....+[sı- MM, = 0, 
nous aurons. en verltu de Eh 


(29.) v"!(M,- N’ v). zir) " F 9%... (Mt N,_,v).20"- - ... 


At NV 2 | ’ 
ec, + N v).2"0o+(M/-+N/'v).z N,'z, 
c'est a dire une equation de la forme Be traitee plus haut. Dans le cas de 
b, —_— u, zus ww —  ,... 77 ı > U, 
u. Ense se. = =a=ß, 
en posanl 
b, 
r—-n =m el — = (cC, 
a 


nous lirerons de l’equation (23.) celle-ei: 
d"y gr 
—. _ (CT E 
dc" Y3 

equation, dont Mr. Kummer n’a trouve l’integrale que pour le cas ou m est 


un nombre enter positif (Voy. Crelle Journ. Tome XIX. p. 286). 


Quant a lequation (24.), faisons e* —=v, d’oü 


imk 
Aa ___ \ rekei)r.n i 
y),. = u. ’Qa).v'y: £ 
122] . 











An + bmx). yI Ha (an-ı + bn-12) y dt... +, +b.)y+by=0. 107 


. vll, r . ’ . . r Ze 
ou C designe la p"" classe de toutes les combinaisons (avec repelilions) 


des nombres 1, 2, 3, .... 2, oü tous les elements sont consideres comme 


facteurs et tous les termes lies entre eux par le siene --. En substituant 


dans (24.), on aura 


G ( K, + L. v) , Ye + u"! (K,_ - ö L.-ı v). fi P + ir 


(29) ... to (K, 4 Lvr).y® - 
U... 4rKtbo)y'toKtben)ytKtle)yo 
ou 
RK, = 4a,. et generalement K, = SC (k).a; 
ik 
2 pour k 0. 
I, = b,, et generalement L, = SC" (k).b; 
immk 


L’equation (30.) a la forme de celle (23.),. que nous 
Upsala le 18 Mars 1849. 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. X\XXIX. Heft ? 





venons de discuter. 
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zu 


14. 
De lequation differentielle 


2 

EL. 
il 

Fa 7.2 

L 





+Ac”y = 0. 


(Par Mr. le Dr. €. J. Malmsten, prof. des Mathem. a l’Univers. d’Upsala.) 





$. 1. Li quation differentielle 
(1) Yyx-+ay’+Ar” = 0 

connue sous le nom de l’eyquation de Riccati, parcequ’elle fut presentce pour la 
premiere fois par Atzccat:, en 1775, dans les „Acta Eruditorum”, a &t& l’objel 
d’une attention parliculiere des Analystes. On etait parvenu ä trouver une 
infinite de cas oü son integration sous forme finie soit possible; mais les ten- 
tative des Analystes n’ont pas reussi jusquiici a scparer les variables pour 
une valeur quelconque de m, et a faire dependre par ce moyen l’integration 
elle-meme de quadratures indefinies. Cependant la possibilite restait et pro- 
voquait toujours des nouveaux essais, jusqu’a ce que Mr. Liowvelle dans son 
excellent memoire: „Stemarques nouvelles sur Üequation de Riccati” (Journ. 
des Math. Tome VI. p.1) eüt demontre que les cas dejäa trouves 


4n 
2. m —= — — 
(*.) 2nH+ti 
sont les seuls ol lintegration par des quadratures indefinies soit possible sous 
forme linie. 
$. 2. En faisant dans (1.) 


3 ze & 


. a.dx a.u” 





on obtient sans difficulte, en posant «.d=A, 

(4) uw -Ar”ru—(0. 
Cette equation du 2”* ordre apparlient au genre de celle de Reccati, ei elle 
peut done eire inlegree au moyen de quadratures indefinies, si 


4n 
 Rn+i 


(44.) m= 
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L 


Mais il existe une aulre @quation du 2”“ ordre, savoir 


’ 


(9.) Ye + = -| sy —=U, 


KL 





qui est aussi du genre de celle de Aüccati. En eflet, en posant 


’ 
Ux 
ya . art — ( 
‚ a.u 





m--1).t 


we 


el en faisant «.d= A, l’equation (1.) se Re en celle-eci: 


y m 
6. u — Au —= 0. 
Lt : T+2 7 tı + 2 
dont lintegration est toujours possible sous forme finie, si 
4n 2 A m 
m — st a dire = ten. 
3-1? c’es dire 543 2 


Done la condition d’integrabilit@ pour (9.) est, que 
(7.)  r so un nombre pair, positif ou negatıf. 
$. 3. Nous venons de trouver ici deux @quations differentes du 2” ordre 
(4. et 5.) qui apparliennent au genre de celle de Riccati, et les conditions 
de leur intögrabilite (4%. et 7.). Mais ces deux equations peuvent etre sub- 
ordonneces comme cas parliculiers a l’equation generale 


’ 
m ı ry . 
I + EtAery=0, 


E 





de laquelle decoulent (4.) ou (5.) si le coeflicient r, ou l’exposant an, est — 0), 
Done l’equation (8.) peut elre intögree sous forme finie dans les cas ou une 
des quantites r et m est —= 0, et ou lautre remplit la condition d'inte- 
grabilite (qui pour le coefficient r est, d’etre un nombre pair, et pour l’ex- 


e = 
posant an, d’etre de la forme — ;— ‚FT ). 


Nous ferons voir dans ce _ memoire que l’equation (8.) est encore 
integrable sous forme finie dans une infinite d’autres cas. En effet, par une 
transformation tres facile, on trouvera pour condition d’integrabilite, une relation 
tres-simple entre »n et r, de laquelle on conclura, comme corollaire, que l’öqua- 
tion (8.), dans beaucoup d’autres cas, peut toujours @lre integree en forme finie. 
si r et nm salisfont tous deux a leurs conditions d’integgabilite respectives, savoir 

4n 
until a 
n et n, etant des nombres entliers quelconques, sans qu’il elait necessaire que 
l’un ou l’autre (n ou n,) soit —=(). 


— +t2ın ee m—=— 


15 * 
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— + Jar y=(. 
. 3 


$. 4. En posant dans ($8.) 


(9.) ü Be e/td4x 
on obtien! 


(10.) u. +W+— LAc" — 0. 
Faisons 

(11) zs=tf e u=kdez, 
d’ou 


de — P.F"dt et du = pkiP'.zdt-1.kirdz, 
/ k ) k ‚ 
u, = geratzen a 
on trouve, en substituant dans (10.): 
k 11-2 ı 2 222 | ) N. m/ 
zit u XS, —k u: +k(& + r).0 Pz + At a (0, 


el en posanl 





(12.) k=-.,. p=1-BP, 
el apres avoir multiplie chaque terme par © 
(13) 3 + +d-BtBr- HR .AumD — 0, 


Cela pose, determinons 5 de sorte que 


c'est a dire que 





nous aurons en vertu de (12.): 








e 
14. k — 1—r E—- . 
( ) 9 } r—1 ) 
done l’equation (13.) est changee en celle-ci: 
1 m-+?r 
ea L 
15. 2, 2° + —t1'" —l, 
( ) E44 | -- r)? ) 
qui, elant de la forme de Reccati, peut ätre integree, si 
m+?r An 
I—r 2n+1 





n elant un nombre entier quelconque, ou zero. Voila done demontree le suivani 


Theoreme I. Liequation differentielle lineaire du 2"" ordre 


y resane > ( ) 











’ 


N Yx 
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est toujours inlegrable en forme finie par des quadratures indefinies, 
si entre m et r la relation 


m+2r 4n 


1—r nr 





a eu, ou, ce qui revient au meme, si 


. t- 1» 
(7) m= — En er. 


Zn +1 





’ 


n elant un nombre entier quelconque, ou zero. 
77 


5) I ° 


Corollaire. Donc pour r—V0 il faut que m—= — 
wi 


pour m—=V0 - - - r— +?2n. 
Ges deux cas particuliers etaient les seuls connus jusqu’ici. 


$. 5. Supposons dans (17.): 


m — " 
g Ss +1 ’ 
s 6lant un nombre entier quelconque, nous aurons 
2s-ı 
r — ws‘ 2 
+1 ' 


ou cependant il faut observer que les signes doubles du numerateur et du 
denominateur sont parfaitement independants les uns des autres. Done on 


peut poser 
2 
+ 25 - 4°’ 


; designant un nombre entier quelconque. Delä suit: 





(18.) r — 


Theoreme II. St dans lequation differentielle lineare du 2" 
ordre 


’ 


(19) y+z4Arr=0, » 





nm salisfait a la condition d’inteyrabilite de Riccati, 
4s _ 
2 +1 


lequation est loujours integrable en forme finie par des quadratures 





(20) m= 


indefinies, s? 


ar ein 


. 2s +1 e 


» elant un nombre enthier quelconque. 











’ 
r ‚9 . nr, . / W, “7 
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Corollarre. Designons par s, un nombre entier quelconque, et faisons 
ı — s,(2s +1). 
(‘ela donne 
BB): Fu Fi, 
Done Tequation (19.) est integrable en forme finie par des quadratures 
indefinies, toutes les fors que lexposant m satisfait a la condition d’inte- 
grabilite de Riccatı et qu'ien meme temps le coefficient r est un nombre 
pair quelconque, c'est a dire, st en meme temps 
r— tt d m—— 0 

s; et s designant des nombres enliers quelconques 





$. 6. Enfin nous ferons voir que la condition d’integrabilit@ du Theo- 
reme 1. est la seule qui existe, el que par consequent sans cela l’öquation (16.) 
ne peut elre inlegree par un nombre limite des fonctions algebriques, expo- 
nenlielles et logarithmiques de x; meme si l’on y joint le signe d’inte- 
oralion indelinie, relative a celte variable independante. 

Pour cela nous recourrons a ce que Mr. ZLiouvielle a demontre dans 
le memoire eile plus haut („Alemarques nouvelles sur Üeyuation de Riccati” 
Journ. d. Mathem. Tome VI. p. 1), savoir qu’une condition necessaire de l’in- 
(cgrabilite de lequation 


„ DB 
DL a 208 ai men, 
23.) 1x = (44) 


en forme finie au moyen des quadralures indefinies relatives a x, est. que B 
doit eire de la forme 
B = n(n-- 3: 
» elant un nombre enlier queleonque. L’expression (23.) designe un nombre 
queleonque fini des fonctions algebriques, exponentielles et logarithmiques. 
Transformant l’equation 











» ı FYV s ' 
(24.) ur. le “% Ar”y 
ji = = 
dans une autre de la forme (23.), en faisant 
(25.) Panz 27. y= Br’, 
on obtient 
sp +1 
Y, BEN -. pz ‚u, 
1 
zsp-9+? ,, , 2pq—q-+i1 2 | 
Yy N TER U. / / ) / N gr) l ‚u. "T p (p—1).2'7”, u; 


Ti j " 
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et dela, en substituant dans (24.), apres avoir multipli& chaque terme par 
Tu J EEE, 


on tire 
, Pen 177 2» PREENEND a F , | > \ i I p)\ 
2354) PET 42 u(Asna Bett) 





"y 
. Ä) 


Puis, en determinant p et g de sorle que 








2 q—qr—1 1—r 1 
i 6. a —— ne il / = a 
u mt2> P 27 3 IT 
d’ou 
\, \2 Iı\ 
prp—iI+rn) = —4ı a 7 


on lirera de (254.): 


u, + u(yA— Le) == 9, 


el si l’on y subslitue la valeur de y (26.): 


FEB „ U 4(1— r)’— (m +2)’ 
| / e 
27) + (44— en ) = 0. 
Gelte @qualion, comparce avec (23.), donne 
4(1— r)’— (m +2)? 
4(m +2)’ f 


done on a pour condition d’inlögrabilitö de l’öquation (27.), ou, ce qui revient 








D— 





au möme, de l’equation (24.): 
41—r)’—(m+2)’ 


(23.) n(n-; = 4(m-+2)? 





n ctant un nombre entier quelconque, ou zero. Mais cette equation donne im- 








mediatement 
i ’ 2 (1—r) 
m — —?2H nf ® 
c’est a dire, selon qu’on met le signe — ou —: 
4(n-+}r) 4(n—4r) 
n = — m _—. 
an+1 ° ER u an —1 


Ces deux valeurs de »n, en meltant dans la derniere n—1 a la place de n, 
peuvent eire exprimces par la seule formule 
din 3r) 

2n 1 





mn = — 


Done nous voila arrive a cel important 











’ 
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x 





Theoreme HI. 8: Vequation differentielle lineaire du 2”° ordre 
44 | FYV 5 | 
Hl P 7X ‚” . = 
29) y +4 Aery — 0 
dot etre integrable par des quadratures indefinies relatives a x, il 


faut et ıl suffit quientre m et r la relation 





, I. n-+4r 

(30) mn= - ) 
2n = 1 

at beu: n elant un nombre enlier quelconque. 
Corollaire. Pour m——1, c'est a dire pour l’equation 
C.Y. - r.y. +Ay gun 0). 
on a 
+r ses n-- 2; 


n clant un nombre entier. est la condition d’integrabilit@ de l’equation de 
Mr. Liouvolle, dans le cas ou sa methode (differentiation a indices quelconques) 


devient faulive. 








P.S. Si Fon voulait examiner de la m&eme maniere la condition d’in- 


[> 


teorabilit& de l’equation encore plus generale 


(31.) Yo pP“ rYx — (Ar” — = z)y: 


on obtiendrait pour resulltat une relation enire 7, zn et s qui redonnerait comme 





parliculiers les condilions deja trouvces. En effet, si l’on fait 


Bun. el va FM, 


- 


on aura. en subsliluant dans (31.): 


>) —n ih; '® . i | _ og 
a) 71 | Tu’ — g.ul Az D _ PP id *): 


it 








u 


et dela, puisque 


2pg —g-+-1-qyr =0, 


on obtient 








„ ) ( a; TE q’(d—r)’+4s) —1 
u —— u(g?.A.zıe ) " 5 . 
x | 42” 
Puis, en determinant g de sorte que 
2 
u = « 
/ m+2’ 


on aurfä 


ns 2 | As En = 2 2 
2 u 2 A 4. 4((I—r) ra) (m+ N 
(mr2 4(m-+2)".z” 
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> 






















ce qui donne pour condition d’integrabilite: 


4((I—r)’+4s) — (m +2)? 
4(m +2)? 





—= n(n-1). 


/ 


ou, ce qui revient au meme, 


2 /(U—r)?+4s 
m A = —?2+ ya 4 A 
en+1 





Delä 
Theoreme IV. Si Tequation differentielle lineaire du 2”“ ordre 
3) „+ (Az + )y 
doit etre inlegrable par des quadratures indefinies relatives a x 
faut et il suffit quenire r, m et s la relation 
2/(d—r)?’+4s) 
2n+1 e 


art beu, n etant un nombre entier quelconque. 


| 





(34.) nn = — 2+ 


Corollaire 1. Pour s—0, c'est A dire pour l’equation (29.). on 
retrouvera la condition (30.). 
Corollaire 2. Pour s=r, c’est a dire pour l’equation 


35) yr+ >= — (Aa”+;)y 





on aura la condition suivante d’integrabilite:: 

4(n tyr) 

zn +1 

Corollaire 3. Pour r—1, c'est a dire (en posant s—«°) pour 








36) nm — 


"equalion 
4 er +} Y m a’ 
mr write (Az B =): 
la condition d’integrabilit& devient 


38) m= —4- 


a 
2nH+i 
Corollaire 4. Pour r=0, c'est a dire (en posant s—=a(a--1)) 
pour l’equation 


v m ı ala+i) 
la condition d’integrabilite est 


4(n--a) 
40. m—= — -——. 
Cm) 2n +1 
Upsala le 18 Mars 1849. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 2, 
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15. 
Note sur les fonetions Elliptiques. 


(Par Mr. le Dr. ©. I. Malmsten, Prof. des Mathem. ä l’universit@ d’Upsaäla.) 





Dans cette nole nous d@montrerons une expression nouvelle du rapport 
entre les fonclions ellipliques completes E’(A) et F’(A), qui nous semble me- 
riter lattenlion des (Greometres. 

Soil 


on tirera des equalions connues 
l; dE' u F' 
e— - = E—HF, 
dk 
(1.) 


> F’ uf » vf 
[k.k?. — E—-K.E 


sans diffeulte celle-ci: 


(2.) ER 





dEF' dE 2 ee 
ai. 0 a en F BEE L-%”.F . 
dk dh ‘ u | 


lci el dans la suite E’ et F’ signifie E’(Ak) et F’(k). Mais les @quations (1.) 
peuvent aussi etre ecrites comme suit: 





dE 
=! -k—., 
dk 
dF 
„ BR I” F’ Ik k". 
‚ FR dk ’ 
et en les multipliant on aura, ayant divise par F’: 
Fr dE' BV dF' 
Ei n„ E , dk dk k’.k'” dF' dE 
. k”.— —k.k BER BEER. on SPS Ar Di 
! F Fr’ dk dh 


c'est a dire, en vertu de (2.): 
(3.) (y—Rakh"y+k")dk-+-k.k"dy = 0, 
en posanl, pour abreger, 
E’'(k) 
F’(k) 
Maintenant, pour transformer l’equation (3.) dans une autre entre x 
(variable independante) et « (variable dependante), de la forme 





u u er 
(Ax’ + Br - C)y(w- —)+(De+E).uth == @, 
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supposons 
Ram 2, y=v-s.u, 


ou %, vo et s sont des fonclions indelerminces de x. La substitution faite 
dans (3.). donne 


(4) v.2’--2suvz' + suiz! — 202’ (1-2?) — 2sur’ (1-2) 42’ 1— 





N) . ’ 24 2 
© z(1—2’) . suz(1— 2?) sz(1 Ps. \ du 0 
- \ a | « nv AI J | Im ED ) on n z 
dı 
ou 
f ds N dı y d:z 
5 == — rn ® ne . >4 — _ I 
dx dr‘ dr 
En supposanl 
5 
2.) $ — u 
d’ou 
vo 3(1— 2°) .z" 
s — 1— 32° — ee F 


equation (4.) se translorme en 


z°(1- (a ‚ du 
g Ä u 


2 3(1— 23°). 2! 
ulve(1—2) — 22 1-2? +21 2)(1- 32° EEE 


€) 





+2 (v" -Ar(l— 2) +1— 2) +V3 (1) = 0, 
d’ou, en supposant 
(6.) v—1—z, vv —?2z.z), 


on aura, avant divise par 1— 2°: 


_. ) I \ > 4 dir ! n ‘ ) »(1—2z gr N ) ! 
(T.) 21-3’) +)- uzz'.(1—32°— u iM 0. 





Or. en faisant 
(S.) 222’ = m (une const.), dou 3 = (db-Ime), 
on obtiendra 


. ’ a fc 
(9) (mar mb —1)2 06. ea +2) + mu (2m -2b —1)+ 1m’ — 0. 


ou, en posant 2b —1 = c: 











| ‚ du i SEE Ä 
(10.) (mia mer --4(c —1))(w "+ —)+mu(2mz ce) 4m 0. 
ou 
| E’(k) E'((a3(l+e+2ma)):)_ | | ‚ 1—(c+?2mr)’ 
Z 2 _ — ı 1— c— 2m) + ——Y 
(1) > Fi)  Flistt+e L2ma)}) N i 2m ; 


16 * 
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c'est a dire, a laide de la seconde des formules (1.): 


dF'((3(1+c-+2mr))}) 
dr Er: 


F'((4(14+c+2mx))) 








(RE) ww 
Soit, pour abreger, 

(13.) e = F((4(1-+c+2me))'), 
d’ou Fon tire 

u = —- 
Substituant dans (10.) on aura 
(14.) (mx mex —-4(C—1)).t!" + m(2mz + c).t! 11m. — 0. 

En differentiant cette equalion a—1 fois, on aura 
(mir mer + le —1)). U” -m.n(2mxc-+-c) 1”) + 1((2n—1)’m?) 17) — 0, 


d’otı Von tire immediatement 

















(2n — 1)”. m 
(15.) Br ö0 4(2mıx + c) 
- ae, ae mx +emx+4(e—1) 17V? 
2m’x + me 1") 
et en faisant a1, 2,3, elc.: 
m 
» t' 2mxr—+c 
(16.) m u —— er 3 
3,3 Mm TEME + 1(c—1) 





2mx+.c)’ 





l oa ey 
nn mr" + emxc++t(c—1) 
(max + ce)’ 
„» m’r’+ em +4(c—1) 
Le ———— 5 
(2ma-+ ec) 


















































mar Home Re) 
ü_ (2ma +e)’ 
n—N%. m’x’+emx +4(e’—1) 
(Zmx + ce)? 
= nt mr" +cemxc +4(c’+ 1) un 9 
2m’x + me 1) 
ou. a cause de (19.): 

ı(2n-+ dm" dg. sin?” 9 nu 

((n+D) y I’ (1—4(M-+c+2mx)sin’g)3er+) 

ww / ” dp.sin®p 7 


(1—3(1+c+ mr) sin’p)i@r+n 
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Pour 2==0 on tirera des formules precedentes: 


E'y(i(l-+e)) 1—e 





























en L( — EEE A i 
Pyadto) TOT 
m 
u 5 
Alan De 
25: I 
> 
+ er 
Ar 
4 „2 
(17.) 24 ——— 
1:7. — 
2 4e? 
Da [7 
9:9. 
44 ‚ 
er 
en ER: 
(2n—1) 12 
(r—1)+ —— 
—(” . 
a” -R, 
ou 
gr dp.sin?" tg! 








' 1—4(1 ») sing yp@r+3) 
R, = 4(2n-+1)-- (1—2(1-Fe)sinp) vu 


Fr dp.sin®p . 
. (1—z(1+e)sin’p).rV 


0 





En mettant —c ä la place de c, on aura 








Eyad—e)) | WE ud 
_ Be: Se - Le) -—. ı“ 
Pyadzo) u tror 5, % 
m 
. 2c 
ER A 





4? 
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& dp.sin” tg 
. 1 —4(1— ec) sin’ p)y}er +9 
'3n |_ I). _o _ ( 5 ( f) 


F / pr dep .sin?" p 
(1—3(1— e)sin’g):C"+V 





R—\ 





Quant a lexpression (18.), on voit sans diffieult& que pour e<A la 
iraclion econlinue est convergenle el que le reste 


ER 
f ee: 4e ö R} 


est posilil.  Voila les deux conditions qui suffisent pour que «, soit la limite 
vers laquelle converge la fraction continue pour a— x. Done nous aurons 
cette expression remarquable: 




















l— ec 
19 ' K'y(4(d — ()) I+e ’ 4e? 
ıJ). - u | 4 E 
c.F'y(41— e)) 2 | BR er 
s 3:3: > 
4e’ rn 
5 It 
3-5 
3 Be 
Ä „.1—c 
+7; 
(V c=1) eo; "Te? 
Be 3+ 
1—c 
9.9. —— 
| 4c* 
re 1—e? 
11-11 _ 
i 4e 
I+4 . . » 
6-+- ete. ın ınlın 
In faısant dans (19.) 
l ce 
zer = 14 , 


el en posant, pour abreger, 


Ri YkG- rl. 


on aura pour toutes les valeurs positives et negalives de x. 











$E’(b) 1—b* JE 
> Gute eh a 
(20.) 1 ’/NF'Ch) I—32°% “ PR BE 
"I Bu 
r Er 
a TT 9.9.7 





infin. 
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Cette formule aura sa place a cöle de la formule connue 





ä ! 
| * « un I - - ‘ » — Be»; BEENDEN: 
ar.arc (lange =Lr) = ——— 
- ‚ (li = ) | 2.2.2 
| 3, PB | 
= 38 
2 — 
Be - 7 - FE 2 
Ä BEER 


E Abu * ur 7 a 
gı 0.10... 


er a ag > 
11 + ete. in infin. 


P.S. La formule (17.) fait voir aussi, combien on se trompe en 
coneluant qu’endependamment du signe du reste, une expression, developpee 
en fraction continue, soit la verilable limite vers laquelle converge cette fraction 
prolongee indeliniment, si elle est convergenle. En admettant cette conelusion. 
on tirerait de (17.): 

















1— e* 
E'y(idite)) _ 1—e 4e® 
Fyaldto) 2e „ 1—e‘ 
Yale) 9.3.1 
4e” 
14 
a 1— ec’ 
J*o em 
0 
ki IR Reset 
I. 
ggg 
1.9. Bi 
AA 4e’ 


'5-+ ete. in infin.. 
et cela. compare avec (19.), donnerail 
Ey@dz+o) , Ev@li—e)) __ I. 
Fy@a(l+e) ' FYail—eo) 
resultat dont la faussel& est @evidente, en verlu de la relation connue ( Voir 
Liegendre Fonet. Ellipt. Tome I. p. 61) 


EyYGd+o).FY@Gd-e))+EYG(—e).FyG(l-+e)) 
—- FY@ad+09).FYai-o) = ta 











Upsala le 18 Mars 1949. 
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16. 
Abrıfs einer Theorie der elliptischen Funetionen. 


(Von Herrn Prof. E. Heine zu Bonn.) 





In 32ten Bande des gegenwärtigen Journals erwähnt Jacobi, dafs er in 
seinen Vorlesungen über elliptische Funelionen von den © auszugehen pllege, 
und deutet das Verfahren an, durch welches er die wesentlichsten von den 
Formeln ableitet, welche in seinem Werke „Fundamenta nova !heoriae func- 
tionum elliplicarum” zu finden sind. Auch in dem vorliegenden Abrifs ist der 
Weo verlassen, welcher in den „Fundamentis” eingeschlagen wurde: ich ver- 
suche die wesentllichsten Puncte der Theorie möglichst elementar festzustellen, 
indem ich mich der Methode anschliefse, nach welcher man die Hauptbezie- 
hungen der Kreisfunelionen aus den Reihen zu entwickeln pflegt. Zu leizterem 
Zwecke stellt man die Reihen auf, welche gleich dem Sinus und Cosinus von 
x sind, und zeigt durch Quadriren, dafs cos’ --sin’x gleich 1 ist, d. h. dafs 
cos.r eine Funelion von sinx, nemlich y(1— sin’) ist. Beweiset man ferner 
durch einfache Differentiation, dafs 

dsin.r 
de 


"  disin.r) 
L _— r ° > “ 
y(i— sın“.r) ’ 


wo das Integral so zu nehmen ist, dafs es für sin==0 verschwindet, indem 


== 9862, 


so ist klar. dals 





die Reihe. welche mit sinz bezeichnet war, mit & zugleich Null wird. In 
ähnlicher Weise kann man hier die drei Reihen für sinamz, cosamr, Jamx 
aufstellen. und durch Quadriren leicht zeigen, dafs 
cosamz — y(1—sin’amx), 
Aamz — y(1—A’sin’amr), 
wo Ak eine gewisse Constante (nach &) bezeichnet. Fügt man hinzu, dafs die 


zweite Reihe (cosam.r), mit der dritten (Jam) multiplieirt, den Differential- 


dsı 





nam.r i 
quotienten der ersten nach .r giebt a. dafs ferner sinamz mit x 
KL 


( 


verschwindet. so erhält man die bekannte Relation zwischen dem elliptischen 
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Integral erster Galtung und seiner oberen Grenze, dafs nämlich, wenn 


I dl 
m v(i—z’)y(1— k’z?) 
0 


seselzt wird, x von x so abhängt, wie in der ersten Reihe sinam.r von . 


fl) 





Diese Entwickelungen findet man im II. Abschnitt. Im IM. Abschnitt sind die 
Formeln für die Addition der elliplischen Funclionen dureh einfache Multipli- 
calion von Reihen abgeleitet; in ähnlicher Weise, wie man die Ausdrücke für 
lie Additi ler trie {rischen F lionen aus den Reihe lureh die sie 
die Addition der trigonomelrischen Funclionen aus den Reihen, durch die sic 


dargestellt werden, zu beweisen pflegt. 


Sind einmal die drei Reihen aufgestellt, so scheint mir die im Vorher- 
gehenden angedeutele Art der Untersuchung nicht zu fern zu liegen. Es lieg! 
nahe. jede Reihe mit sich selbst, und darauf mit einer von den beiden andern 
zu mulliplieiren; eben so nahe, nachher drei mil einander zu verbinden. Die 
erste Art von Combinalionen verschafft die Entwickelungen des II. Abschnitts. 
die zweile Art die des dritten. Auf die drei Reihen. so wie auf die übri- 
sen ihnen verwandten führt aber der Gedanke, die Reihen für sinz, cos, 
arclangx, elc. durch Einführung einer neuen Gröfse y, nach dem Prineip zu ver- 
alleemeinern, welches in meiner Abhandlung in diesem Journal Bd. 34. S. 25 
angewandt wurde, um aus der Gaufs?schen hypergeometrischen Reihe eine 
neue zu bilden. Dem aufmerksamen Geomeler wird die einfache Form der 
aus solcher Übertragung entstehenden Ausdrücke ein hinreichender Grund zu 
ihrer weiteren Untersuchung sein. Nur zur leichteren Darstellung sind sogleich 
drei zusammengehörige Reihen an die Spitze des Il. Abschnitts gestellt: eine 


Reihe hälle genügt, zu der man die beiden andern ohne Mühe findet. 


Anstalt die drei Reihen ferlig aufzustellen. leite ich sie im I. Abschnitt 


aus den unendlichen Producten durch eine allgemeine Formel ab, deren Beweis 





dort im Zusammenhange zu finden ist, obgleich er schon in der vorerwähnten 
Abhandlung gegeben wurde. Die Untersuchungen der beiden letzten Abschnitte 
sind übrigens im wesentlichen von denen des ersten unabhängig; durch ihn 
erhalten aber die Formeln die elegante Gestalt, in welcher sie in den „Fun- 
damentlis” vorkommen. Die Lehre von der Multiplication *) der elliplischen 


*) In der oben erwähnten Abhandlung komme ich auf die Multiplication der elliplischen 
Functionen, indem ich für die Gaufsische Formel 


#22)... 22-22) = Un: 








Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX, Heft 2. 17 
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Funelionen. wie sie Jacob? in diesem Journal Band 3. Seite 305 ange- 


deutet hat, würde, wenn es die Absicht gewesen wäre, hier eine vollstän- 
dige Theorie zu geben, am Ende des ersten Abschnitts eingeschaltet worden 
sein. Auch die Entwickelung der elliptischen Funclionen in Kettenbrüche ist 
hier fortgelassen, da es nicht zweckmälsig schien, die hierher gehörigen 
Formeln von den allgemeinen zu trennen, die an einer andern Stelle abee- 


leitet wurden. 


l. Abschnitt. 


Der Ausdruck 


(1) d—2geos2r +) — 2’ cos2.r +) A—2g?cosdr+q').... 


(1—2g°rtcos2r + er) 1— 2er? cos2e + gr) 1— 2°? cos2r + et")... 





in welchem y und x reelle oder imaginäre Gröfsen bezeichnen, von denen 
die erstere, wenn sie reell, und ihr Modulus, wenn sie imaginär ist, kleiner 
als 1 sein mag, läfst sich leicht in eine nach Cosinus der Vielfachen von & 


fortschreitende Reihe entwickeln. Setzt man dazu s—=e““, so ist (1.) das 


1 (1 5. ; Ru 


von denen sich der erste durch eine nach aufsteigenden, der zweite durch 


Produet der beiden Ausdrücke 





| Bu 

(1—qa:)1—q’z).... ( 
On 

1—gt!2)1—g“t?2).... (1 











eine nach fallenden Potenzen von 3 geordnele Reihe darstellen lälst. Es ist 


nämlich 





m... Mei, ©: u DA 
10 d—gti2)I— gr 2)... ' do) 


a 
zZ 
so dafs wir als Factor von 2cos2m.xr in der Entwickelung von (1.), wenn m 
irgend eine ganze posilive Zahl vorstellt, Folgendes erhalten: 


Er ‚(1 —  E 


Lie q)d u 4 


u 7A ar ‚ (A — a) — ge) 
d—g’)ıl—g').... (1 - 2) 


x+1) ) 
ü nı(@+1) l | | 
/ I J (1— 4°) d— ıf"t?) 
I Tr l wi 7) ( 1 a gr) A— t za) 


u. ME Seine Ba ger. | 
A j HA) Art) Pr) Man z 


(a H-1) 

















die zwei analogen (90.) und (91.) suche, von denen die erste die eine Transformation, 
die zweite ihre supplementäre giebt. Die Endresultate (93.) und (94.) sind dort unrichtig 
angegeben. Man vergleiche das am Ende dieser Abhandlung befindliche Verzeichnifs 
einiger in jener vorkommenden Errata. 











Eu 
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Die in der Parenthese eingeschlossene Reihe gehört zu der allgemeinen Classe 
derer, von welchen in einer früheren Abhandlung gezeigt wurde, dafs sie sich 


durch ein im Allgemeinen unendliches Produet summiren lassen. Macht man nämlich 





2a Bas ER I _ n?a+? wi In 
p\ d, b, c m -1 +5 = \ 1°) ?) x ( Vi \(1 F \(1 7 DL E u 7 


nn | 


‚mer: )(d— 4°) ag F d—’)ı1—y (1 y“ )Aa—ıy“ 








findet man durch einfache EUREN: dals die Differenz 
II — Hr )pla+1,b,c-+41)—-(1—g)yla,b, ec) 


sich als Produet von (1—g“)y RR ec) in (g’92—1) darstellen läfst. 


dafs sie also für x — g’""" verschwindet, wenn g°“—° kleiner als 1 ist. 


Für diesen Werth von x erhält man demnach 





. um 2ec—2b | 
f (a, b, C) ren 24 a 1 1,d,c- u. 


14“) 
und durch wiederholte Anwendung derselben Formel (indem 
a A en... 
' dig‘) dog) ld— ) 





ah d- -ERR)... 
nach (2.) eleich ist BE dab 2): 
(2) gleich ist 
1 2°) d—g° se: .HA—)d- na u DR 
et | 21 man 20 Zn. 
EEE) IA). Re ad 17 na un ZDpeRmg 








Man hat nur a = — Lo, b=m—!o, ce—=m--1 zu machen, und findet 
dann für den Factor von 2cos2mx den Werth 


ME dr) u Mi nn se. ) -get?). 2 d- ge )(i—ge+2m+4),.. 
“ d-P) | mean r (14°) de? m+2)(1— — mt),  (degar? ‚d—pert),. 











also schliefslich 


3, 3 27 cos2.r +4”) (1— 29° cos2.r + u: "EG 
1.) (1— 2y@t!cos2r + rt ST 2gerFoos2ar Lager). . 








_ na+2\(A__ nat) (A__ na-t+6 BE g PR 1 
d ‘4 ‚(1 ‘4 IL 1 = 3 H 9y| 7 # y“t!cos2x 
(1— 1?) 1‘)... FEAR). (1—y°*°) 








(i- ei) in 


+2 ; = 
(1— 4%) 1— y“ ) / 


Aus dieser allgemeinen Formel lassen sich ohne Mühe die folgenden ableiten: 





CoSAr- ..... 


4. 1 —g)1—g*)....t101— 2gcos2x2 --g°)(1— 232g cos2x-+-g°)...-| 
4) d-NI—N est 1 rag | 
1— 24' cos 2 -- 2° cos4x — 2’ cosb.w +... 


(5.) Aa-p)A—y*)....‚sinz{(1— 24° cos2xr + 4°) (1— 2 cos 2-4") 
— sine — y"*sinde + sinde — y*sinTe-...., 
17 * 
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(1 DA—q). j" d—2geosdr+q)( nn 3 cos?.r +7). 
3. — 
IE 1) A— 1‘). mc sin. (1— 24° cos2r +!) 1— 24? cosdr La’). 
j ‚ 4g 44° 
un Eee 
sind 1—y ig" 
(7. (9) (A—g})....1° sin.r 1— 232g? cos? +) I—2y’cos2r +q').... 
(€. 4 — — | 
ta g)(l- DEE (I—2ycos2r +’) 1— 2y’cos2r +qM”).... 
/ / 3 / > 
. N 4 ' 
II sine IT sin: IL - 2 u DH un 
1—y 'di1—4’ 1— y’ 
(1 -P)A—).. J’cos(1- a A+2gq'cosdr+q).. 
Cae77 1 en 
d+a)di+g’).. (1—2ycus2r +4”) 1 —2y° u 
(  Vq’ 2 Ih 'gq’ r 
II c0sx - / -C0SIr + II cos5rt..... i 
[+ 'A+g '1-q’ 
(9) ee 
ö dt )d+y) — i1—2 2 cos2.r +?) A —2y’cos2ıc + ’)»- 
4: 4? f Ay? 
l- I eos?r- —_ cos s4r c0os6r-+...., 
| 144° ! Er ! 444° | 
(10) (1 AT). J741—2 en Elan Mn Eu 2 
x BAT -4)(1— 4°) N d—2 2 eos210 +) I—2y’cos2r+q”).. 
_ YA |, _ Velten) 5, __YArg) 
nr 4 24 cos2r tg" ' 1-2 cost q"” AS 
d—)d- ER (+2 cos2.r 4 wu (1-+ os +7) 
(11.) \« nr g A Me Din 
ir ARE 1— 24 cos? Kern vo 2y’cos2r Lan)... 
BIER. &. (1—1) u vy’.d—4q’) Ä v’ .d-g’) 








_4+ 





1—2ycos2r + [—2g°’cos2c +g° 1-24? cos.r +gq' 
\us (3.) folgt nämlich (4.) für e—=x, und (6.) für «—=1. Hierdurch entsteht 
zunächst: 














(1 DAZ).. -(i— 2qecos2r +4) (d— 27° cos?r+q)-.. 
(1-g)(d—ı’) = (1— 24? cos2.r +4) (1— 2q' cos? +q9°).. 

| ) 2(1— 2(1— 4?) 

| 44 — N nö 7 - g’cos4r — 
(dog) d—)ı—g') (d— a’) 1—ı’) 


Dividirt man beide Seiten dieser Gleichung durch sin, entwickelt rechts nach 
Sinus der Vielfachen von x, mit Hülfe der Formel 











cos2mr cos(?m — ?2)r 








— 2sin(2m —1)x 








sin x sın.e 









1 a: 4 ni 
== — — 2sine — 2sinde — .... —2sin(@m—1)z, 





und vereinfacht dann die Co6ffieienten der Sinus der Vielfachen durch die Zerlegung 
. a. 1 — ı?) MR. gpH 








as — (pp—1 1— °P +1? 





1— ar) det) 
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so erhält man die Gleichung (6.) in der oben aufgestellten Form; ferner (9.) 





s ui : 
aus (3.) für & — — , nach Verlauschung von z mit !n—x. Aus (4.) 
v0gq ö . 


entsteht (5.), und (7.) aus (6.), wenn man 2 — !(rloeg) für x selzt, und 
(5.) aus (7.) durch gleichzeitige Verltauschung von y mit —g und x mit Ir — rw. 


Ferner erhält man (10.) aus (7.). wenn man die identische Gleichung 











ERY DERE EEE 
1: 1 t& 1 |! 41-5 1-5 A1—gL 


Yv 


mit y< multiplieirt, und darauf S=g und { einmal gleich ge“, dann gleich 
ge” setzt, und hierauf die eine der so entstehenden Gleichungen von der andern 
subtrahirt. Hätte man S== —y gemacht, so hälte sich (11.) aus (8.) ergeben. 

Die Formeln, welche aus (4.) bis (11.) für gewisse einfache Werthe 
von x, z.B. 2=0, In, a, foleen, wird man den obigen leicht hinzufügen. 


a Di 
, 


[} 


Lg 


Aufser den Gleichungen (4.) bis (11.). die sich aus (3.) unmittelbar 
ergeben, folgen aus dieser allgemeinen Formel noch einige andere interessante 
Beziehungen. die hier Platz finden mögen, obgleich sie nicht unmittelbar zu 
unserm Zwecke nothwendig sind. 

A) Um die bekannte Gleichung 
4q 4‘ | 





f L 7) ı_| « u BE 1 Br 28 
Ha Ta Ta I 


zu beweisen, mache man === 1!n in (4.) und (6.); man hat dann nur noch 
zu zeigen, dafs 
IN 4 __ (1— a) —g*)....1yA+q)d -q RER Ye 


‚AKA VYI__n° 124/41 _ | \Y A ER RE NE he A re ee hä A Wa 
(1 ya Pr ie ie u BEE WU-)i1—P)....) KH l+gt)....) 
oder dafs 
u ui, 5 1 
% —_ { u ig "si - il,; —_ IS . 
c pi ya 9, d— )U—’)—q’).... 18 





Diese Gleichung verifieirt man auf der Stelle, wenn man sie mit 1—-y) 1’) 1%)... 
multiplieirt, wodurch die Identität entsteht: 
a | ‚4 | 2\/ ee |, 1 )/4A__a\ 17171? PERS I\/- n* _.p®\ 

d1-Nirnirg).. kA-—DAiNAN)... = ANA). 

B) Die so eben hergeleitete Formel ist nur ein specieller Fall einer 
weit allgemeinern, die aus der identischen Gleichung folgt: 

(1— 24 cos2r + Q)(1—2g’cos2r 44°)... 
(1— 2gcos?.r +9?) A— 2?’ cosdır +)... 
sine (I— 2? cos2r +’) 1— 2! cos2r +4°).... 





Isin 2 (1— 24 cos x +) 1— 2? cos2r -- (1 — 2ycos2r-g')....). 
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a2 


Setzt man für die drei in Parenthesen eingeschlossenen unendlichen Producte 
ihre Werthe aus (4.), (6.) und (5.), nachdem man in letzterer 4 für y’ ge- 
schrieben hat, benutzt endlich auch die Formel 
(1 2d—f ‚1—4°).. 44 En en 
dd’) d—g’).. E TI TITTIT Te 





die sich aus (5.) durch RER von y und x in g und Ir ergiebt, so 
erhält man die Gleichung 


‚1 — 24 cos2x --24* cos 42 —2g cos6r-+....! 


\ | 1, f 4 ’ Re | 
I-— | — sine t_T sin IL -H..n. 
sin 1—y 'i1—gq’ | 


1.2 2.3 3.4 + 


\sin. N Ti sinsr tg sindr — sinta +: ..| 





12 BR Tr 
ww. E we 1 
1+y +4 + 077 
welche für z2== }7 in die unter (A) abgeleitete übergeht. 
€) Endlich setzen wir für @ eine gerade Zahl «—= 2m in (3.), und 
linden so die Reihen-Entwickelung eines endlichen Produels 
1-—— 24 cos22--g)(1— 2g’ cos2x - g')....(1—2g"cos2r -- +") 
nach Cosinus der Viellachen von @. Das Product auf der rechten Seite von (3.), 
welches noch mit der unendlichen Reihe zu multiplieiren ist, verwandelt sich 
dadurch in 


m-+b 2 


U FIT . d-rr)d—rt)....(d-g”) 


1) 
rt —e ._ 9] 1-4’) 1—g')....1— 4°”) 











(1 -)l 7 I. 





_ d—A) (- 1)... ?”) 
(dr) g)....1—g")}' 











d+-md+q).. en ' 
——— A_ıP / m—i\]2 
dd)... ‚do al 1 x Ei | / / 
So Iindet man 
d-gl- ee gq”") (d—2g cos2.r + g’)l—2g° cos?ır +g°)....(1—2g°”-1cos2a +gq ge) 
A+g)1+4g°).... (1-+-g°") dd g)1-g°).... 1 gr) 

2(1—g’r) 2 1 gr)(d—gm- 

1— —— I 400522 + 1 1 *cosdr 
(1 gt / 05 I (1—24”t?)1— tt) 4 cos4.r 


2(1—g 2 ”)\(1— g?77?)(1— u Bi. 
 d-get )(i1— ch Be a 





gcwsbr—..... 


Für 2=—=0 erhält man die Entwickelung des endlichen Produeis 


nn « .(1— 9°”) 
I+-g)(1-+g  irgen) 
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in eine Reihe, die für n=x in die bekannte 
—. ı!o9, A BD 1 
1—24 --2u nm... 


übergeht. 





il. Abschnitt. 


Die drei Reihen (7.), (8.), (9.) 


1 mn ı(?m+-1) 








7 102 
r „3(2m+1) 
(«.) x; P- : 3? 
2 ı , 
2 mz—ı — 7 jur 
MR !(2m+1 
(b ) = b Yu B 9ılm+1) 
. P — N ? 2 5 
2 mM= —I. | u ‘7 hie 
m, n 
7) < - . „m 


ec. 2 3 —ı—2 
(e.) En 


m —„ 
Jeren Ausdrücke durch unendliche Producte im vorigen Abschnitt gefunden 
wurden, sollen hier zu je zweien mit einander multiplieirt werden. Bezeichne!t 














man ihre Quadrate mit (a), (b)’, (e)’, so ist in (a)’ mit — 12” die Reihe 
SBBER FRE WORR 1" FOR: 
Ki er 1 1 1— 7!) “ ....7] (d— PH d— Pt) [rei 
L u E ni 
| 1-7) 1— 4) +++. 7 d— gr?) 1— rt) Deere. 


multiplieirt Die Glieder der in den beiden Parenthesen befindlichen Reihen 
lassen sich leicht zerlegen, und zwar setze ich für das pte Glied in der ersten: 


q" N pr! h 4] } 


———— ie au 


1 Ar nn ! 1— ?P +1 | Du u 2p-Hl \ 





und für das pte Glied der zweiten: 


q" g’P Hi ] \ 
Bu ge Bnness °P +1 + ee s 


Nun ist der Coeflicient von — 42” die Summe (Differenz) von vier Reihen *). 








*) Die Zerlegung der pten Glieder, die auf verschiedene Arten Statt finden konnte, 
war deshalb nicht ganz willkürlich, weil, nachdem sie geschehn ist, die durch Zerle- 
gung eines Gliedes entstehenden beiden nicht zusammenbleiben sollen, sondern gegen- 
einander verschoben werden. Es müssen also solche Zerlegungen vorgenommen werden, 
dafs die neuen Reihen nicht durch die Vorzeichen convergiren, wie dieses mit der Reihe 
1—4+4—44+4#—.... der Fall ist, sondern unabhängig von diesen. So convergirt z.B. 


gt 1 





die Reihe, deren ptes Glied oder ist, während eine Reihe, deren 


1 Dh gptl ” a die 
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von denen zwei sich sofort heben, also gleich 


T. ’m- nt D=3 
m-++2] l / T. | 








SAH A 8 “BER. = 
( | g" ) ,=0 1 z r2p+1 I und 1— dr 2p-1) 


Die letzte Summe zerfällt in eine von p=0 bis y=m—1, eine zweile 
von m bis 2m —1, und eine drille von 2m bis . Beachtet man. dafs 


i 7 


- „ so findel man für obigen Ausdruck: 
1 7 I—y h 


N | ' | 1 | BE | q ei N 
1— ! 1—y' rot 1— y?t) 








!m—J) 


gen get TI 





ma” 
Apr 
mil Ausnahme des Werthes m (0). 
So erhält man: 
(12.) 2a) A A... 
( y) (1—g‘) (1-9) 














1.c 2.4" 3.4 
— — 00822 — —, c0s4r — ZT 00os6r—...., 
gs — 
und durch einfache Verltauschungen: 
” . gg Ä y' q 
( 3.) “ b - ie —— - 
. tg? tg TH! ) 
| } , 2.0 Me 
-—,.c0s22 4 —.c0s4r + ZI.00s6r- 
I—y 'd1—g 414g’ 
Auf ähnliche Art wie (12.) ergiebt sich 
| ' N \ı q g ! 
| ( 3 tot 
\ Ss IS A (1-+-g°)” I (1 | g')” \ 
l.y \ h 2.q" 3.g' s 
—— cos2ır + —— cos4r -—- —— cosbr + ..... 
I g I RE | 


lühe wir zur Betrachtung der noch fehlenden Producte (a)(b), (w)(e), (b)(e) 
übergehn, wollen wir aus den so eben gefundenen Formeln einige Folgerun- 
sen ziehen. Um unsere Resultate in der bekannten Bezeichnungsweise aus- 
zudrücken, führen wir drei Gröflsen 4, 4, A ein, indem wir setzen 


l 
ten Reihe nicht so dargestellt werden: 
g” ( | | li ii } 


il 


ptes Glied ist, divergiren würde. Deshalb durfte z. B. das pte Glied der zwei- 








> Penn 
zm—2p—l \ 


1— ger ; Fi gr - 1—y 


Der hier erwähnte Umstand ist auch bei allen folgenden Zerlegungen sorgfältig zu beachten. 
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" 1 ne (1+g)). 
(15.) R == 4] Kireı g)( 19). = 


(16.) Eon d—g eg) 


> MraUFNArN.. 
am 2h 3 i1— — —- Bossa 
ar) == fa N. 
sc 1—g')1— g’)1—y'")....' 
Dafs A mit A’ durch die Gleichung A°-+-A"—1 zusammenhängt, wird sich im 











weitern Verlaufe leicht ergeben; hier wird diese Relation nicht vorausgesetzt. 


Aus (12.) und (13.) erhellt, dafs (@)’--(b)’ von x unabhängig ist, 
so dafs, wenn g einen von 2 unabhängigen Werth darstellt, nämlich 





‘ an q ] q ] q 
2y = nu % 


1 g% ! d+rg® Tag Tut 


(a) gleich g mal einem Sinus, (d) gleich g mal dem Cosinus desselben Winkels 
geselzt werden kann, also 

(a) = gsinf(z) 

(db) = gecosf(x). 
Der Werth der Constante g lälst sich übrigens leicht als unendliches Product 
darstellen, indem für jedes x, also auch für e—=0, 9=y((a)’ +(b)’) wird. 


Da nun für 2=0, (a) verschwindet und (db) nach (8.) und (17.) gleich 


IK 


—— ist. so wird 
2rı ’ 


(18.) (4) = 3 sinf(e), 
1) = Zus 


Ferner findet man durch Vergleichung von (12.) und (14.) 
Au” --(V" = N, 
wo 4 eine Constanle (nach x) bezeichnet, die sich wiederum durch ein un- 


endliches Product darstellen läfst, indem für x ein besonderer Werth, x — 0, 
gesetzt wird. Dann hat man (a)—0; ferner (ce) nach (9.), (15.) und (17.) 





gleich Tr. also % a, folglich nach (18.) 
2K 
20) (= —yU—Ksinfle)), 


und macht man zur Abkürzung 


4f(z) = yA—Ksinf(®)), 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 2 18 
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n 2K 
(20*.) [e) = — Af(z). 


kK 
Da nun für x —= In nach (7.) und (17.), (a) sich i a7 (© nach (9.). 
k' \ 
(15.), (16.) und (17.) sich in Ar verwandelt, so wird nach (1S.) 
sinf(ir) = 1 
und nach (20.) 
2 Kl 2 


7T 


= a az sin’ "f(4: u) = = ei, 


also 
gi) Frl. 


Wir haben nun die drei Gleichungen 











f kR f . /g’ . 
a sin | (fer) = =. nn sın z 4 1 sin 3x | eo... 
kK » vg ı  V q i | 
> y. h u r . > ern 2 ‚= -— u u > * * . .“ 
(22) \7- cos (fx) Fr "Irg cosyr - 
2K ” 4 g" 
— Afea) = 14, c0s2r + ;cosdr-+.. 
7 iq Fr 


bewiesen, die man noch mit (6.) bis (11.) und ähnlichen Formeln combi- 
niren kann. 

Von den übrigen Verbindungen («)(b), (@)(c), (d)(c) wollen wir nur 
eine bilden, indem die beiden andern nichts geben, was nicht schon aus einer 
hervorginge. In dem Producte (d)(e) ist, mit 2””*' multiplieirt: 


(mA . 2m-+3 , 
gi@m+l) | q 1 gem+3) Ä gP geem+2p+l) 





- (1-+girti) N (1+g”°) (1+ gt) Lt M (+97 P) d+g" Paprn | 





1 ı(2m—1) gap gt m—?2p+1) 














7 En Ed | 
(1-+-g°) (1-+ ei) | ’’+-+7 (1-+g’P) ( (1-+ gm=2rtt) ee... 
Für das pte Glied der ersten Reihe setze man 
galm +1) \ g’Pp errpr 
Fk u +1 ! 1 + g’P Bi 1+ gmtpHl by) 


für das pte Glied der zweiten 
gm +1) ( gP 1 I 
1— ger+tı I 1+ g’p T 1--g?mp+t)? 
so dafs der Coöfficient von 2”*" (indem man in der oberen Reihe von p = 0. 


in der untern von p==1 an summiren mufs). 
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IB ed a: ARE: "BR. mich, 
Bu "a +1 (2 | Br | + gr 1 ui 1 + eh +1 nos | 1 g°" t2p+1 ) 
‚2m-+i) 
—— (m -; - 3) 5 £ 
u ı ” zu Hi 
wird. Man hat also nach (19.) und (20*.): 
kK? 1.q: 3.q? a © 
—-cosf(z)Af(x) = — —-cosr- I cos3r 17 cosdr- 
7” 1—g za Di 2 
Ay q’ 2 
D 5 h BE ie 
—— Er sine + -— siad2 + „I sudr-....| 
dx 1—yq 1—yqy '1—-g’ 
_ _  kR dsin f(x) 
Ren de 


folglich 





2Kr - fe dsinf(a 
Bı. cos f( ar 


und da nach (22.) für 2 ==0 verschwindel, so ist das Integral von 
sin/(2)==0 anzunehmen. Es genügt demnach 








2ny vy . A ' 
= aufle) e sind -- use .... 
N 2 kK 1 u ! a g’ \ 


. 2Kr }: dz 
23. — — Ä RE 
(23.) st I yvi—z’)y(i—h 


der Gleichung 





Il. Abschnitt. 


Während wir im Vorhergehenden zwei von den Reihen («.), (b.), (c.) 
mil einander verbanden, die dasselbe Argument x halten, wollen wir jetzt 
das Product dreier von ihnen betrachten, von denen die eine das Argument x 
hat, die zweite y, die dritte das aus beiden symmelrisch zusammengesetzte 

















x --y. Setzt man deshalb nicht nur ze“, sondern auch » = e®', so wird 
z. B. in dem Producte 
man ı(Im--1 = gien+i ‚’=@ r 
jr — g:\ art ziem+N] 1 55 aueh zientn \2 >: q - (zv)'! 
En a ze n=-— „Irgn | = oa1Tg” 
. 1 1/9 1/9 Pr . u: :& . 
mit ER "» folgende Reihe multiplieirt sein: 
a en nt A 1 ac 
2 er; d+gtr) | eo oo 10.0. ] (d— gm+2 Pp+l) Ad+grt 2p+ 1) d-+yr) 


gem) dan—ı) g' ee FE e +1) gP Ä } 





a Psnasis 
+ ar —) d-+ gt) (144°) ) ee Tg gem—2p +4) d+g pl) d-+gP) j \ 
15 * 
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Das pte Glied der obern Reihe läfst sich zunächst als die Summe zweier dar- 
stellen; es ist nämlich gleich 
g” Intl ( y” | "ae } 
4 + gem ! (A En g“ 127 H) (1 + yv) T (A f gent 2p4 yd— gt 2p+4 1) \ ? 








und das erste Glied der in der vorstehenden Parenthese befindlichen wird gleich 


| ( gP u gP } 
E. ger+l 1-4 girt?ptl 1+gr)? 





das zweite oleich 


> 


1 ) q” qP ! 


pp: g" 2 N Be: " al 2p+1 FE 1 To gertpn r\ . 








so dafs wir für die erste Reihe von (24.) 


giem 1) ' gienH 1) ri gP 3 qP ' 











p=2 


LE q’ NS A | 
| „2n—2m !m+2p+1 Br. ‚2 2n +2p+1 
| 1+g es („u ums Ai vr p=U I+g au \ 


erhalten. Wird die Summation nach p in der obigen Formel nieht mehr von 











0 bis ». sondern von —I bis — oo ausgeführt, so entsteht die zweite Reihe 
‘ . u 0 1 1/9 I/9n} » 
des Ausdrucks (24.), und der ganze Coäflicient von "ie wird 
| g ; 
g:' ’m--1) ger 11) gP ge” +1) — a gier+l) 
Age ger I Tg Tg HZ Tg! 


Diese Formel folgt unmittelbar aus der vorhergehenden, da 








p=& ) p=2 l(2m-+2p-+1) 
en : — get) 5 ee 
— Im+2np+l ua ?m+?2p-+1 
re 1— q” pH 2 1—4q m-+2pH+ 
offenbar O ist. und 
Pp=x«% D P=T !(?2n +2p-+1) p=x 1(2p+1 
re. A gter+D pr re giiter+tD > u 
gsi | In +2p +1 — Ei 2n+2p +1 er 2p-+1 
D=—X% I+g p=z— a» 1 r9 ” aa ir 
Selzt man für 
gq? vn ger+l) 
- II <= 1m 
pz—% 1 rg” pPz—n rg" 


h 





) k er. 
noch ihre Werthe —- und aus (22.), so wird in dem Producte der drei 


a . p) . . .. > . 1 1 7%, 1/9. . 
mit einander multiplieirten Reihen der Coöfficient von 3; zent) KEr+D gleich 


d 











K genHi) gelnı 1) , kK ger+D "Aal 


gt d+-g"t!) (A g” Hi) | 7 d— gatl) ee i 
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Man hat also 

















kK 8 2K * # ur », 1} 
’ sinf(z)cosf(y)df(2--Yy 
2rı st >) nf J osf \v / f\ i u ) 
K IK kKR iR 1 — g@r+l) ge U?mtD aan 
= — Mh sin I ————— en > A gar aA 
B an. - cosfl ) IX y)- 2ı (1—g°” } I) (1 (14 g ve im) [4 


wenn in der letzten Summe, unabhängig von einander, für »r und n alle ganze 
Zahlen von — x bis © geselzt werden. Um auch diese unendliche Doppelreihe 
in ein Product zweier einfachen zu verwandeln, selze man in der Gleichung 
KK” 1 pz»n | D N !(2n+1) 

ER x ‘7 Br D ;; u 95 ı 


et BR un 1. + gr Pins nn u \ 








vz slalt @®, während man z, also vo x, ungeändert läfst. Dadurch ändert 
sich auf der linken Seite y in (=---y) um, indem 


\2 Vi vo’. | 
et sin (a Hr) +7 sind(e rY)Te+- 


1—yq 1—yqy 








IR ö ’ ah 
gleich 5 " sinf 2 --y) ist, während die rechte Seile sich 


| 5 en 


I 
due .3(?n-+1) g »iQ2p+?n +1) 


2i 1— grtt 1-1 gr ” 


I 


verwandelt. Macht man m =p- 





n sitalt » zum Summationsbuchstaben. und 
benutzt die Gleichung 

















ati € 
1 E — vn 1 N ER ’ 
so hat man 
NZ= 8 19n-+1 —tL u: m 
1 u g.‘ +1) 120-4) er g" m „Arm+H) __ I; K Re | | Br 
ee at u | „nam 7 a FE sinf(“ rs If L). 
BR 1—q mz—a 1+g° - -T ü 


also schliefslich 


(25.) sinf(a)cosf(y)If(e+y) = sinf(e+y)Af(z)— cosf(x)sinf(y). 
Aus dieser Gleichung kann man auch leicht die Ausdrücke von Jam(x--y). 
sinam(2z--y) und daraus den von cosam(x=--y) in der gewöhnlichen Form 
erhalten. Vertauscht man nämlich in (25.) die Gröfsen x und y miteinander. 
so erhält man 


sin f(y) cosf{t@) Af(e+y) = sinf(@-4y) hc — cosf(y)sinf(®) 
und hat so zwei Gleichungen, in denen sinf(«--y) und Sf(x--Yy) linear 
vorkommen; so dafs man eine von ihnen leicht dininieen kann. Dadurch 
findel man 
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If(c-+-y) = If) Afly)—sinf(. dran k x) sin f(y)cosf(v) 
PER 1— k’sin’ f(a)sin’f(y) , 


U in f{‚r) co )A )+ sin f(v)eosf() I f(x) 
sinf(=-+-y) = nt Aid iuund ABEL ABA Se I) ad Knndänd £ 
4 er sin f(w)sinf(y) 





Durch Vertauschung von 9, X etc. mit —g, 47 — x, etc. oder durch direcle 
Multiplication dreier Reihen erhält man noch andre ähnliche Formeln. 

Um noch ein Beispiel der Ausführung einer solchen Multiplication zu 
seben, betrachte man, obgleich man dadurch kein allgemeineres Resultat als (25.) 
erhält, das Produet 

/kRKR of m- Fr+r+123Q m--1) mar+D (a7 N. 


LL u EN N Bu u 7 
(5) = sinf(z)snf(y)J4f(2-y) = —ı2 ser. mar Erna Hge)’ 


die Summaltion nach m, n, r von — x bis oo ausgeführt. Es ist dann mit 








12:07:04 eine Reihe multiplieirt,' deren ptes Glied 
. We 4 p+ 1 
1 rt) 1 rt) 4 gr) 
ist. wo » alle ganzen Werthe von — x bis » annimmt. Dieses Glied zer- 


fälli. so lanee nicht m =n ist, in 



































. }2m-+1) 1) ) u 2 gP 
ıN+ + | 1 .- g’P | Eine get ?p+1) 
a. 
1 2 —— 4— 2pr1 Be ge” r2p+1 \ 
Da die übrigen Glieder bei der Summation von p=—x bis p=x ver- 
schwinden, so redueirt sich der Coöfficient von — 42:2” ze4D auf 
(1- ei (1 GT ie i-+gP st d1-+y”t!) nn 
Ist aber »n = n, so wird der Coöfficient von — 4 2:@”+D 2C”+D gleich der 
Summe von 
N ( - 1) i gt’ (Im er ( q? 4 q’ } L g’P H-3m+ Br ! ; 
Be I1- ! 1-+g’P | 1— g’r+2r+1) | (1 ger tzprı)? ( 
von p= — x bis p=x, also gleich 
K g: !(2m+1) gm +1) 
= d+get) d+getı)? 
g:! !m-+1) 


vermehrt um Tg multiplieirt in die Summe 


} 


Den N 
x A 


(d— g’rri)? 


3(2p-+1) p=x 1(?2p-+1 P=2 1(2p-+-1) 
0: < g.\ f ) < gi p 











| 


m 1— g’ptl „=—& d— gerry 


P=— 
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Von den beiden Summen rechts in vorstehender Gleichung ist die erste ollen- 
bar =0, die zweite 
_ ?Z° gern tert 


p=V Gt ae 
also nach (10.), (15.) und (17.) 


BR Er. 


Während also im allgemeinen der Factor von — 42‘ 
RK ger+D gier+l) 
a Fget) gen) 
ist, so wird er für mn gleich dem obigen Werthe, vermehrt um 
kK?g@mtV 


70” j 1+ gm 


In 


De 


2m-+-l) 


"» gleich 





folglich erhält man 
sinf(@)sinf(y)If(e-+y) = cosf(x)cosf(y) —cosf(x--y) 
oder 
cosf(@-.y) = cosf(z)cosf(y)— sinf(@)sinf(y) If -+y). 
Auch aus dieser Formel findet man ohne Mühe die Ausdrücke für cosf(&=+Yy). 


If(x-+-y) und hieraus für sinf(@--y), in der gewöhnlichen Gestalt. 








Verzeichnif: der Druckfehler in meiner Abhandlung in diesem Journul 
“ I 
Band 34. p. 285 et seq. 


S. 306 Z.7 v. o. im Nenner ]. m. (1— 9) (1— 4°) 1— gr.) 1— gr/tir) statt 
1 91— g)1— gar) (1— gie) 
— 306 — 1 v. u. sind die Zähler der drei Glieder nicht 1, 1, 1, sondern 1, g°, g‘. 


BE a u +(@, 1,0 7 ) st. mit p(a, 1, 1,9, 2) 


— 313 —6v. o., Z.1.v.u., 8.314 2.2 v. o. l. m. auf der rechten Seite der Gleichun- 
gen respeclive 


GrbUn—Ni ‘ 
Be -H(g, 1 


u 7 


(r—b)(en—ı)i DW 74 
> ec (9, =), 


ge 1)? 7 
eGr—b)en—Ndi | Kl 
h: H(n—1): Hg, nn )- 

q 0 
— 3149 —1v.o. statt und ]. m. also 
— 324 —4 v. u. stalt folgender Gleichungen |]. m. die Gleichung (1.); 
_- 3936 — 10 v. 0, stalt 7”, 7" L wm. r, r’ 
— 326 — 12 v. o. statt cosxz, cosmr 1. m. rcos?x, 7" cos2mx 
— 326 — 10 v. u. statt 9(2@«—1,1,1,g, vr) l.m. (2a —1,1,1,g, r}) 
— 38 -— Bro. sell = p elc. .m = (1— g!=7)p ete. 


—(t 
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17. 
Theoreme relatif au cerele qui passe par trois points 
d’une ellipse. 
(Par Mr. Joachimsthal de Berlin.) 


(4 
L | | 
Theoreme. Kianı mense une eirconförence par trois points ©, y, 2 
d’une ellipse, le rayon sera egal au produit des demi-diametres paralleles aux 
trois cordes @2, yz et xy, divise par le produit des demi-axes. 
Demonstration. Qu’on mene (fig. 1°) du centre ce les trois demi- 
diametres 
cx' —D parallelement ä la droite yz, 
sy’ =D - - - -- - zu, 
e'—=D' - - - - - - ıvy, 
4 
N j) Mr 1) . . . » 
et la corde z’y; et qu’on fasse ensuite la projeclion orthogonale de la figure, 
de maniere que Fellipse devienne une circonference de cercle. (Dans la 
fioure 1° X est la projection de x, Ä’ de «’ elc. etc.) 
En designant par 4 et DB les demi-axes de l’ellipse, et par R le 
ravon du cercle qui passe par x, y et &, on aura 
ay xy DD' aCcKT A 
Bo = — — el — 


2sin.c 4 Acı'y' Acı'y FE Lk 








Comme on a 


yırı . 2) ® ”y y r ie) . 7 X ; 
241CX'Y' — A’sin !'CX —= 4’sinZ —= P WA s 
2U0Z' 
on en lire 
ER TE EE  S0... 1 A 
. 2(CZ'? 


Or le rapport de deux droites paralleles etant egal a celui des projections, 


on aura 


Ar ar av 
(Z' — ea! Dr? 
donc 
(1.) dacıy = AB. 5; 
el 


np'D" 
AB ’ 


Q) R= 


oa.2d. 
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On en lire aisement le theoreme connu, suivant lequel les cordes com- 
munes d’un cercle et d’une ellipse sont egalement inclinees sur les axes. 

Corollaire 1. On voit a l’aide de la formule (1.), ou bien de celle-ci. 

(3)  DD'sin(D, D') — AB zn; 
que l’expression DD’'sin(D, D’') ne change pas de valeur, puisque le sommet x 
du triangle deerit l’ellipse. Il en sera de m@me de l’aire du parallelogramme 
form&e par les quatre tangentes aux extremiles des diametres paralleles aux 
cötes mobiles 23 et yz. Le cöle wy clant un diametre =?2D", on aura 
DD'sn(D,D) — AB; 
ce qui est le theoreme connu sur les diametres conjugues. 

Corollaire 2. Concevons que les points x et y viennent se reunir 
en un seul, p. e. en y, on aura D’ =D", et D sera la demi- diametre parallele 
D"’D 
AB 
gente en y etant P,on a PD=AB, done: 

Le rayon d’un cercle qui passe par deux points y el x d’une ellipse et 


. D" ER TEHER 
qui touche la courbe en y, est egal a 7»; D' etant le demi - diametre 
parallele a la corde zy, et P la distance du centre de la courbe ä la 


tangenle en y. 


a la tangenle en y; done R= Mais la distance du centre ä la tan- 


En faisant coincider les trois points ©, y, z, on oblient les formules connues 
pour le rayon du cercle osculateur. 

Les formules analogues pour lellipsoide seront developpces dans un 
memoire sur l’application des delerminanits a la Geometrie. 

Berlin Avril 1549. 








Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft, 19 
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18. 


Zur Theorie der homogenen Funetionen dritten 
«rades von drei Varıabeln. 


(Von Herrn 8. Aronhold zu Berlin.) 





In acht und zwanzigsten Bande dieses Journals hat Hesse eine Reihe 
von Problemen aufgesteilt, die sowohl für die Theorie der homogenen 
Funelionen dritten Grades von drei Variabeln wichtig, als für die Algebra 
dadurch interessant sind, dals sie das erste Beispiel einer neuen Gattung hö- 
herer Gleichungen liefern, die zu den algebraisch auflösbaren gehören. 

Die Lösung der dort vorliegenden Gleichung neunten Grades, von der 
für die geometrische Anwendung die Bestimmung der Wendepuncte einer Curve 
dritten Grades abhängig ist, kann nämlich durch eine biquadratische ge- 
schehen. aus deren Wurzeln und den übrigen Constanten sich eine cubische 
Gleichung zusammensetzen läfst, welche ihrerseits das Problem sofort auf die 
Auflösung von linearen Gleichungen zurückführt. 

In der eitirten Abhandlung ist gezeigt worden, wie man durch be- 
slimmte Operationen, und nach Auflösung eines interessanten Systems linearer 
Gleichungen, zu denjenigen Funclionen gelangen kann, aus welchen sich die 
redueirte döquadratische Gleichung zusammenselzen läfst. 

Es dürfte nun, bei der vielfachen Anwendung, welche diese Gleichung 
in der ganzen Theorie findet, zweckmälsig sein, eine Darstellung derselben zu 
kennen, nach welcher sie in ihrer schliefslichen und einfachsten Endform aus 
den ursprünglichen Constanten sich ergiebt, ohne dafs man genöthigt ist, zu- 
vor die von Hesse vorgeschriebenen Operationen auszuführen. 

Untersuchungen, die ich über die homogenen Functionen dritten Gra- 
des von drei Variabeln in der Weise angestellt habe, dafs ich die wichtigsten 
algebraischen Verbindungen ihrer Coöflicienten und die ihnen bei- und unter- 
eeordneten Functionen zu ermitteln suchte, führten zu neuen Eigenthümlich- 
keiten derselben, die ich in einer ausführlichen Abhandlung mitzutheilen mir 
erlauben werde. Andrerseits lieferten sie eine Darstellung der Hesse'schen 
Probleme, nach welchen es möglich ist, den Character der genannten biqua- 
dratischen Gleichung. so wie ihre Wurzeln, vollständig anzugeben und die Func- 
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tionen, aus denen sie zusammengeselzt ist und welche für die ganze Theorie 
wichtig sind, in der Einfachheit zu bilden, wie sie vielleicht den in diesem 
Journale ausgesprochenen Wünschen von Cayley (Bd. 29. S.55.) und Hesse 
(Bd. 36. S. 144.) entsprechen dürfte. 


Im Folgenden will ich die Resultate dieser Untersuchungen miltheilen, 


ohne jedoch auf die weitere Ausführung derselben einzugehen, welche ich 
der gröfsern Abhandlung zu geben beabsichtige. 


$. 1. 
Man bezeichne eine homogene Function dritten Grades der drei Varia- 
beln £&,, x,. x, durch 
(1, %, %;) 


7 


— Aı: X, 2. dy92 c, 4 A; 33.20; + ba,.57, 2,7; - 3,93% a, 1-3, se 
+ 3a, 33%, 234 34, 13 210%; + 34,220, 0% 4 3a, 12% 05; 
oder kürzer durch 
[(tı; 2% X;) . =4,,uT, T, Tu 


wo für 2, A. « alle Combinationen, mit Wiederbohngen, der Zahlen 1, 2, 3 
zu selzen sind, und Permutationen der Indices den Coöfficienten ungeändert 
lassen; was für alle analogen Bezeichnungen hier gültig sein soll. 


Es sei ferner die homogene Function dritten Grades 
Af(21,%, 53) = =bd,1u2 Tu 


die Functionaldeterminante der frühern, d.h. die Determinante des Systems 
der zweiten Differenlialquolienten 


[= „%ı)s f(z X), f(&ı; 23), 

22,2), (2,2%), far, 5), 

"2; 2), f'(z;; X)» f'(z;, T;), 
und zwar nachdem diese Function durch 6° dividirt ist, so dafs von dem Zah- 
lenfactor 6°, den sie wegen der mit dem Factor 6 behafteten zweiten Diffe- 





renlialquolienten erhält, nur noch die Zahl 6 zurückbleibt, welche dazu dient, 
die Coöfficienten d,, ohne Zahlendivisoren darzustellen. 

Das Letztere gilt für die Bildung jeder hier vorkommenden Functional- 
determinante, welche überall durch ein dem Functionszeichen vorgesetztes 4 
angedeutet werden soll. 


19 * 
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Nach der gewöhnlichen Determinantenbezeichnung wäre hiernach 
l 
2 ä ” in = r y» \ us; » ri, . ae N . 
If _ ri | CHEN? (Ca, X). Iz,d;,)5 


woraus hervorgeht, dafs die Coöflicienten d,,. AZomogene Functionen der 
Gröfsen a,,, sind, und in Bezug auf dieselben vom dritten Grade. 

In dem zweiten Theile der eitirten Abhandlung „Über die Wendepuncle 
einer Curve dritten Grades”, Bd. 25. dieses Journals, ist unter Lehrsatz 14. die 


Lösung des folgenden algebraischen Problems gegeben: 


1. Die Werthe der Unbekannten — und — aus den Gleichungen 

dritten Grades: 
\ ft, X, 75) a 0, 
IAfla,,2,%;) — 0, 

zu ermilleln. 

Diese Aufgabe setzt offenbar die Lösung einer Gleichung neunten Grades 
voraus und liefert neun bestimmte Werthe, die im Allgemeinen weder Null, 
noch unendlich sind. 

Der specielle Character des Systems 1. besteht aber darin, dafs jede 
lineare Function der Unbekannten, welche für zwei den Gleichungen (1.) 
genügende Werthensysteme verschwindet, diese Kigenschaft auch noch 
jedesmal für ein bestimmtes drittes, denselben Gleichungen yenügendes 
Werthensystem besitzt, und geht aus dem folgenden, als Lehrsatz 8. der- 
selben Abhandlung gegebenen Theorem hervor: 

2. Man kann die Functionen f und Af auf vier verschiedene 
Arten mit solchen constanten Factoren multipliciren, dafs ihre Summe in 
drei lineare Factoren zerlegbar ist. 

Es sei 4 der Factor von f, der andere =1, was immerhin zuläfsig 
ist, so müfste nach diesem Theorem die Gleichung 

2. If If = YuYya-Yı 
Statt finden, in welcher y,. ya, y, lineare homogene Funclionen der Gröfsen 
is 2as 0, bezeichnen. 

Olfenbar findet aber zugleich mit f=0 und /f=0 auch die Gleichung 

/f+Af=0 oder Yı.Y-y=0 
Statt, aus welcher hervorgeht, dafs die Werthe der Unbekannten den Gleichungen 


Y; en. 0. Y= . Y==0 


Genüge leisten. 
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Hieraus folgt die angegebene Eigenschaft der Wurzeln des Systems 1. 
Da nämlich jede der Gleichungen y, = 0 mit einer des Svstems 1. zu ver- 
binden ist, so müssen auch jeder derselben dre: Werthensysteme genügen. 

Zur Bestimmung des Factors 4 findet Hesse eine biquadratische Gleichung: 
woraus hervorgeht, dafs es wer Zerlegungen giebt. 

Dieser Umstand giebt sofort die Lösung des Problems. Wählt man 
nämlich von diesen Wurzeln zwei beliebige # und 4”, so kann man durch 
Auflösung einer cubischen Gleichung die Factorenzerlegung 

a Ze 

iTHey ih 
ausführen, wo y, und y,” aus den Functlionen y, gefunden werden, wenn man 
in denselben statt A respective 4 und 47 setzt. 

Da nun beide Functionen für die Werthe der Unbekannten verschwin- 
den müssen, so hat man die Gleichungen 


YoY.Y =6; 


! / ! 
Yı-y-Yyp =4U 


aus welchen hervorgeht, dafs jeder Factor einzeln verschwindet. 
Verbindet man daher jede der Gleichungen 
Ye = 0. Ya u 9 j 4 —_— 
mit jeder des zweiten Systems: 
0, y’—=0, y’—=0, 
so erhält man durch Auflösung linearer Gleichungen die verlangten neun Wer- 
thensysteme der Unbekannten. 

Die ganze Aufgabe kommt also auf die Bestimmung von 4 oder der 
biquadralischen Gleichung hinaus, deren Wurzel 4 ist. Hiezu dient der Lehr- 
satz 6. der angegebenen Abhandlung: 

3. Wenn man durch a und b beliebige Factoren bezeichnet, und 
durch I(af--bAf) die Functionaldeterminante für af--bAf: so findet 
immer die Gleichung 

3. Ilaf-bAf) = Af-+B.4f 
Statt, wo A und B homogene Functionen dritten Grades der Gröfsen a 
und b und ganze Functionen der ÜCoefficienten a, sind. 

Dieser Satz ist nicht allein für den vorliegenden Fall, sondern auch 
für die ganze Theorie der homogenen Funclionen dritten Grades von drei 


Variabeln wichtig. 
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Bildet man aus den Gröfsen 
A,B 
a, b 
die Funelion 
G — Ba— Ab, 
welche in Bezug auf @ und 5 homogen und vom vierten Grade ist, und setzt 
4. G=Da— sb—0, 
so erhält man die verlangte biquadratische Gleichung. 


“ ” “ “ [3 d F 
4. Nennt man b,, ba, 43, 4, die Wurzeln der nach 2 als Unbe- 


kannten, aufgelöseten Gleichung @=0, so haben die Functionen 
2f+M re ie ee 
die verlangte Eigenschaft der Zerlegbarkeit. 

Die von Hesse gegebene Darstellung, welche einen andern Ausgangs- 
punet hat, läfst das algebraische Problem eher als ein Corollar der übrigen 
Entwicklungen erscheinen; ich habe es daher nicht für überflüssig gehalten, 
die von ihm gegebenen Sätze, mit einer geringen Veränderung der Bezeich- 
nung. wie sie für das Folgende passend schien, in der Reihenfolge vorzu- 
führen. in welcher sie direct die Auflösung der Aufgabe gewähren. 


S. 2. 

Aus dem Vorstehenden geht hervor, dafs das Problem wesentlich von 
den Sälzen 2. und 4. abhängig ist, und dafs zur Durchführung desselben die 
Kenninifs der Funclionen A, BD, @ erforderlich ist. 

Der Beweis des zweiten Satzes wird in der cilirten Abhandlung von 
der dort durchgeführten Transformation der homogenen Funclionen dritten Gra- 
des von drei Variabeln abhängig gemacht. Für eine direcle Darstellung des 
aleebraischen Problems dürfte es zweckmälsig sein, die Benutzung der trans- 
formirten Form zu vermeiden. Dies hat überdies noch einen andern Grund, 
den ich im Folgenden auseinandersetzen werde. 

Das Problem verlangt die Bestimmung einer einzigen Unbekannten }, 
damit die homogene Function dritten Grades 


af+Af 
in drei Factoren zerlegbar sei. Man überzeugt sich leicht durch Coöfficienten- 
Abzählung, dafs dree Bedinyungsgleichungen erfüllt sein müssen, damit eine 
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homogene Funclion dritten Grades von drei Variabeln diese Eigenschaft be- 
sitze. Es entsteht daher die Frage, wie es möglich sei, eine einzige Grölse 
so zu bestimmen, dafs dadurch dreien Gleichungen genügt werde. Der von 
Hesse gegebene Beweis durch die transformirte Form erledigt diese Frage 
nicht, da er nur feststellt, dafs in dieser Form, auf welche die alleemeine 
jederzeit zurückgeführt werden kann, die Zerlegbarkeit durchführbar ist. 

Eine, Darstellung symmetrischer Bedingungsgleichungen für die Zerleg- 
barkeit einer homogenen Function dritten Grades von drei Variabeln in drei 
lineare Factoren ist, soviel ich weils, bisher noch nicht gegeben worden. 
Ich werde daher die darauf bezüglichen Sätze hier zunächst kurz anführen: 
so weit sie zu dem angegebenen Beweise nothwendig sind. 


$. 3. 
Bezeichnet man durch 


F u <= 2,1, 4 L, L) I ’ AF= EB, 


Zuh, lt TI, TC) LT, 
die gegebene homogene Function drilten Grades von drei Variabeln und ihre 
Hunctionaldeterminante, und dann eine aus den Coöffieienten beider eebildete 


Function auf folgende Weise: 


u A) 
Kykt Zıskıski u TELIER DR ER n } ’ 
de h, ‚K 


FE ’ j i u 
so ist der Ausdruck ( vw ) eine homogene Function vierten Grades der 


ER 
Gröfsen A,;.: 
In Bezug auf diese finden die folgenden Sälze Statt: 
IVenn man für z,), u, Z, +, u, alle möglichen Combinationen 
der Zahlen 1, 2, 3 setzt, so werden die sämmtlichen Gleichungen 


n nA | 
d. ( N LE )— A,,.B —B 


2, A, 0, 


Kıykıyd, LT. Mi —0) 


erfüllt, so oft die Function F in drei lineare Factoren zerlegbar ist. 

Umgekehrt hat die Function F' die angegebene Kigenschaft, wenn 
es möglich ist, allen Gleichungen 5. zu genügen, und es ist zu bemerken, 
dafs die Functionen 5., deren Anzahl 45 beträgt und welche in theils 
von einander abhängigen, theils in unabhängigen bestehen, die Eigenschaft 
haben, zu gleicher Zeit sämmtlich zu verschwinden, sobald dies für drei 
derselben Statt findet, die von einander unabhängig sind. 

Für den vorliegenden Zweck genügen diese Sätze. Ich bemerke in- 


dessen noch, dafs die gegenseitige Abhängigkeit der Funclionen 5. aus der 
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ai‘ 
wu 


146 41 


identischen Gleichung 
( ), )— (%! 1 (* HM). Each ö 
I TE 7 un a4 ,u *, A, w; % ao 


und aus der bekannten Eigenschaft der Determinanten 


u (#, A, “) 4. | (Aa 52» #4) a. | (* A ) a, 
\a:,B, iu: #Kyykayda | 7, 1, u, Er hrs | 2 ni; u, u 27 


” 
hervorgeht. 

Da sämmlliche 45 Gleichungen nur die Stelle von dreien vertreten, so 
stimmt dies mit der durch Coöffieienten- Abzählung erhaltenen Anzahl überein; 
man wird jedoch wohl thun, bei der Anwendung dieser Bedingungsgleichun- 


sleichungen für die- 


CC 


ı jedesmal alle aufzustellen. Bildet man die Bedingungs 


jenige Function, in welche # übergeht, wenn sie durch lineare Substitulionen 
transformirt wird, nennt die neuen Variabeln y,, y., y; und setzt 


u 1ı- rn. | “u 
= al TAT 
. _ _ R . I nv . | 3 E 
Lo —— 13)17 Ya 7 IaY3% 

ii, w 3 
I, = 23Yı7 2 Yat T3Y33 


wo die obern Zahlen bei den EEE NIEREN Indices bezeichnen, 


so eeht. für die transformirte Form. der Ausdruck ing: - wi in den folgen- 
' 7 
f 
den über: 
> . » us w; mr‘ ‚0 0 0 { ‚0 PR 
r .Z[(4, Br j B, Pr tr‘ U, X TB NCELHT,, (a2 a EC, ax 2,2, )})» 


in welehem » die Determinante der Substitutions - Coöffiecienten bezeichnet und 
die Summe über alle Werthe 1, 2,3, sowohl für 0, o, r, als für o,, 0, 7,. 
auszudehnen ist. 

Aus der vorstehenden Gleichung geht hervor, dafs jede Bedingungs- 
gleichung von der transformirten Form aus der Summe der Producte 
gewisser Verbindungen der Substitutions - Coöfficienten und solcher Func- 
tionen der ursprünglichen Coefficienten besteht, welche, wenn sie ver- 
schwinden, die sämmtlichen Bedingungen für die Zerlegbarkeit der ur- 
sprünglichen Function darstellen. 


$. 4. 
Es sei af--d4f die gegebene Function F, so ist nach ($.1. 3.) ihre 
Functionaldeterminante SF": 


Af-+-Baf, 
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folglich: 
A,.u > 4:.0,1u7 0-D.1u: 
B,;. — A.a,,.] u -B.b, 2,u° 
Soll nun af--54Af in drei Factoren zerlegbar sein, so müssen nach $. 3. die 
Gleichungen 
HD ICH en +5.5,,0(A-a, u. + B-b. u... 
— (0.0, 10, . A,2,ut - ER 0 


erfüllt werden. 
Nach einem bekannten Determinantensatze nimmt die vorstehende Glei- 
chung die Form 
8. (Ba— Ab)(a, b 
an, folglich haben alle Bedingungsgleichungen den Factor ($.1. - 
@ — Ba— 4b 
und werden demnach erfüllt, sobald der eenen Gleichung 


G — Ba — Ab —= 0 


==. 


#44) e 


—— 


z hu b, er ’T #ıydızdı 


Genüge geschehen ist. 

Man kann daher immer über eine Gröfse so verfügen, dafs die 
Factorenzerlegung möglich ist, und es geschieht dieses durch Auflösung 
der Gleichung 

@G — Ba— Ab —=0; 
was die Sälze ($.1. 2.) und ($.1. 4.) verlangten. 
Man ersieht aus (8.) noch, dafs, wenn 
@ — Ba — Ab 
nicht verschwindet, die Gleichungen 


Uynku b,, L’Ty d,, hy Du, nn 0 


erfüllt werden müfsten; welche die Bedingungen sind, dafs f in lineare Facloren 
zerlegbar sei. Es folgt daher, dufs, wenn f nicht in Factoren zerlegbar 
ist, die Zerlegbarkeit nur durch Auflösung der Gleichung @ — 0 bewirkt 
werden kann. 


$. 9. 
Im Folgenden werde ich die Operationen kurz angeben, welche Hesse 
vorschreibt, um zur Kenntnifs der Funclionen 4, DB, @ zu gelangen, von 
welchen die Lösung des Problems abhängig ist. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 2. 20 
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Wenn für z, A, u alle Combinationen der Zahlen 1, 2, 3 mit Wieder- 
holungen gesetzt werden, und Permutationen der Elemente unberücksichtigt blei- 
ben, so stellen von den Buchstaben p,,,. und q,;,. jeder zehn Gröfsen dar, die 
in der eilirten Abhandlung durch die folgenden Gleichungen bestimmt werden: 


ilmaına —=0, Fa,.Pı.. 0, 28,,1P1r. = 0: 
9, a urPına = 0: 1P 0, 0;.1P2rr 0: 
(zu, pP. —=0, 20,1P.1 0, 29,,1P5,. 0; 
\\,” ın,, =, =b, „la =, =b, „1,2 BE 
IV. Sb,.: rn 0, =b,.1 Ir, 0, Sb; „,. Ta 0, 
(x, ,; Ga. > 0, =D, „143.1 —=(, =D, 52,1 —ß(, 


in welchen die Summen über alle Werthe 1, 2, 3 für z und A auszudehnen sind. 

Die Gleichungen (9. und 10.) sind vollkommen hinreichend zur Bestim- 
mung der Verhältnisse der Unbekannten, die allein hier benutzt werden. 
Die Werthe dieser Verhältnisse sind die ersten parliellen Determinanten der 
Systeme (9. und 10.), so dals man die Gröfsen p,,,. selbst den partiellen De- 
terminanlen des Systems (9.) gleich setzen kann, wodurch sie Functionen der 
Gröfsen «,,;. werden, welche in Bezug auf dieselben homogen und vom 9ten 
Grade sind. Die Grölsen g,,,. bedeuten in der citirten Abhandlung die Quo- 
lienten, welche man durch Division der parliellen Determinanten aus (10.) mit 
einer Function 16ten Grades in Bezug auf die Coöfficienten a,,,, erhält. Die 
partiellen Determinanten des Systems (10.) führen diese Function als Factor 
mit sich, nach dessen Beseiligung, welche, wie gezeigt wird, a prior? leicht 
bewerkstelligt werden kann, die Gröfsen g,,, als Functionen 11ten Grades in 
Bezug auf «@,, auftreten. 

Is wird ferner in der genannten Abhandlung die Gleichung 


11. Za,.uGenu — =D 1,uPaau = (BR) 

bewiesen, wo (R) eine homogene Function 12ten Grades ist und 
(R) = 0 

sich als Resultat der Elimination der Variabeln aus den Gleichungen: 

fa,=0d, fa, Fa 
ergiebt. 
Schliefslich wird die Berechnung der sämmtlichen Coöffieienten von 

Aaf+bAf) 


verlangt, so dafs, wenn die Werthe derselben durch e,;. bezeichnet werden, 
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die Gleichung 
Iaf-- bAf) — Af- BAf 
die Form 


6. 


» dei  % 
#, A, u T,2,%, ars AZ 


) 
ul, BEb, 


ul ul KK 
annimmt. Selzt man in dieselbe, statt der Potenzen und Producte der Varia- 
beln, sowohl die entsprechenden Gröfsen p,,., als 4,,., So finden wegen 
(9. und 10.) die Gleichungen 

>” — x Zus 

—l,1uPza,u — BD, ,.Pza,. .. B.R), 

> PN dc Fi ’ \ 

—[,1,u Ve,u _ Aa, ;. Gersu ONE A ‘ (R) 
Siatt, aus welchen A und 3 gefunden werden, wenn man durch (RR) dividirt. 

Die Funclionen A und D haben, als homogene Functlionen dritten 


Grades der Gröfsen «a und 5, die Form: 


in ER 7 2 | 2 3 3 
19 A= aa-+mab--a,ab’-o,b, 
B— P,a@-+-pPab-P,ab’-- 9,0; 
wo die Gröfsen « und 5 ganze Functionen der Coöfficienten a,,,, sind. Zur 


Aufstellung der biquadratischen Gleichung ist die Kenntnifs jeder dieser Grö- 
fsen nothwendieg. 

Durch die angegebene Darstellungsweise ist die Möglichkeit gegeben, 
sie zu bilden, indem man die Funclionen Ie,,„P,.,. und Ie,,„g,,,, nach den 
Potenzen von a und Ö ordnet. Indessen ist zu bemerken, dafs (#) ein über- 
flüssiger Factor ist, weil A und 3 ganze Functionen sind, und dafs, obwohl 
die Bildungsweise desselben durch die Gleichung (11.) bekannt ist, doch die 
Division durch (R) sich im Allgemeinen nicht leicht wird bewerkstelligen lassen. 

Von den 8 Gröfsen &,, &, 0, Cs Pıs Pas Ps, 4 Sind nur 6 zu be- 
stimmen, indem sich %,==1 aus blofser Ansicht der Gleichung (3.) ergiebt. 
und ©, = 0 a priori ermittelt werden kann; wie aus der genannten Abhandlung 
zu ersehen ist. 

Die hier folgende Darstellung der 6 Functionen macht es möglich, den 
überflüssigen Factor (#2) von vorne herein zu vermeiden, und führt zu dem 
Resultate. dafs sämmtliche Funclionen « und 5 nur von zwei Gröfsen abhan- 
een, welche überhaupt zu den wichtigen Verbindungen der Coöffieienten einer 


homogenen Function dritten Grades von drei Variabeln gehören. 

Es läfst sich überdies aus diesen Functionen (Z?) höchst einfach zusammen- 
selzen und es ergieht sich, sowohl hiezu, wie zur Bestimmung der Gröfsen 
A, B, weder die Kenntnifs der Auflösungen der Systeme (9.) und (10.) 


noch die Berechnung der Coefficienten c,,,. nothwendig. 
20 * 
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$. 6. 
Die Coöfficienten zweier homogenen Functionen zweiten Grades der 
drei Variabeln z&,, x,, &,. nämlich: 
Z4,;%,% und 25,,20,%: 


lassen sich bekanntlich in folgende Systeme bringen: 


|, dia, Aıs» bis bi2» bi» 
13. (Ans Ayan Ars, b>.1» b2>, b. 3; 
| d;ı, Ayo, Ay, b; | - b;.2» by, 


zu welchen zwei andere gehören, die aus den partliellen Determinanten der 
vorstehenden gebildet und wie folgt bezeichnet werden sollen: 


(wa, (a, (au), ab), (bb), (0), 
Ida. (aa), (aa)”, (aa)”, 145. (bb), (bb), (bb, 
(aa), (aa), (aa), (bb), (bb, (bb)®; 


wo die obern Zahlen Indices bedeuten, und wo z.B. (aa)"', (aa)"”, (bb), (bb) 
die folgenden Werlhe haben: 
(aa) = Goltz; —Ayzly3, (AU) — Azdı3 — Ar2ly3, U. 5. W., 


(bb) Sr >; v — b, ; Denn (bb) — bi; b»;—bı. b;3, nn 3 


Man kann aber aus den Coöffieienten beider Functionen ein ihnen ge- 
meinschaftliches System bilden, nämlich: 
(ab, (ab, (ab, 
15. (ab), (ab), (ab), 
|(ab)°*, (ab), (ab); 


welches man aus (14 a.) erhält, wenn man die Functionen dieses Systems 
nach allen Gröfsen a differentürt und statt der Incremente die ent- 
sprechenden b substiturt; oder aus (14b.), wenn man die Functionen 
dieses Systems nach allen Gröfsen b differentürt und statt der Incre- 
mente die entsprechenden a substiturrt. 

Hiernach findet man 


(ab)"' -— d3 2 b; ; - d;,; b; » u - 2 Ay; b» ; b) 
(ab) — 4; b, ; -1 dı,; bi; —ü. b;; —4;3; bi.» . 


uU. S. W. 


und es Isi 


16. (aby*} — (ab)®. 
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Anstatt der angenommenen homogenen Funclionen zweiten Grades sollen 


jetzt je zwei der ersten parliellen Differentialquotienten der Functionen f und 
If nach den Variabeln gewählt werden. 
Wenn man r allmälig die Zahlen 1. 2,3 bedeuten lälst. so stellen die 


Funclionen 
Fa I PR. 2 ie Be . m Ei u ® E z i 
ıf ei, = A, 1Cı + 4,2202 -- d,33 737 2a, ,,4 2d, + 24,132 3 7 24,1: Lıdıs 
' PR. 2 ® i eu u ae 
2Af LT, ee b,ı1Tı + b,..%) + b,33%5 + 250, 23%27; u 25, 1,3%,%; | 2b, 1212 7 ) 


alle Differentialquotienten dar. Man sieht, dafs die Coöffiecienten eines jeden 
nach x,, den festen Inder r haben, während die übrigen Indices alle Com- 
binationen der Zahlen 1, 2, 3 zu je zwei eingehen. Es läfst sich daher für 
(ab)** aus (15.) die Bezeichnung 

(a,a,)” 
setzen, wenn stall der Funclionen >a,,2,2;, Ib,,; 2,2, respeclive die Dil- 
ferentialquotienten 4x, und 4f’x, gewählt werden; und eben so 

(a, D, 4, 
wenn man 4/f’x, und 4.4f"r, gewählt hat. 

Die Zusammensetzung der Funclionen 
(a,a,)”* und (a,b,)* 

ist aus der Bezeichnung sofort zu ersehen, wenn die Kenntnifs des Systems (14.) 
vorausgesetzt wird; welches hinlänglich im Gebrauche ist. Es ist z. B. 


Bi ‘ z 
(a, d,) — d,2,20,3,3 - U,3,3 4,2, 2d,.; 4,235 
1,1 ‘ ’ 
(a,b,) en D 3,3 74,33 D.2,2 uni 24,23 D.2,55 
u. S. W. 
Die Functionen (a,«,)** sind in Bezug auf die Coöfücienten @,,, homogen und 


vom zweiten Grade, die Funclionen (a,b,)** hingegen vom vierten Grade. 
Es ist noch zu beachten, dafs wegen (16.) die Gleichungen 
17. (a,a,)”" — (a,a,)*, (by oe (de 
Statt finden, jedoch (a,b,,>* nicht (a,b,)** gleich ist; so dafs für die letzt- 
genannten Gröfsen eine Verlauschung der Indices nicht Statt finden darf. Aus 
diesem Grunde ist die Anzahl der Funclionen (a,b,)” srölser als die Anzahl der 
Funclionen (a,a,)”*, und diese beträgt in der That 36, während jene 45 ist. 
Die Functionen mit gleichen untern Indices (a,«,)** können sowohl 
direct aus (14.) abgeleitet werden, als auch aus den Functionen (a, ., wenn 


man darin r==o setzt. Man findet sie jedoch im letztern Falle doppelt so 
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orols als im erstern. Der bessern ÜUebereinstimmung wegen soll deshalb 
(a,a,)“" so definirt werden, dafs es aus (a,a,)"" hervorgeht, wenn man 
ro selzt; wodurch diese Functionen den F u 2 bekommen. 

Alle nun folgenden Operationen sollen mit Hülfe der Functionen (a, «,)**, 
(a,b,) und den ursprünglichen Coöflicienten ausgeführt, und überdies soll noch 
die Bildung der in (a,b,)»* enthaltenen d,,, aus den Coöfficienten und den 
erstgenannlen Functionen angegeben werden; so dals eigentlich nur diese Ver- 


bindungen der Coöfficienten, welche vom zweelen Grade sind, zur Darstel- 
lung der Formeln nothwendig sich zeigen. 


S. 7. 
Ks sei 
S = (4,4,)"(a,4,)” — (a,4,)” (4,4,)” ra)” (ma)” 72a)” (mar) 
- 2 (ma) > (4,4) +2 (a,0,)” (a,4,)"' = &(a,4,)”* (a,a,)"", 
so ist überdies noch 
\S— (aa) (a,a,)”, S— F(a,a,)”*(a,a)”, S= Z(a,a,)"*(a,a,)”, 


IS, ! ‘ ) 2 4 P 7 
IS—28(a,4,)” (a,a,)”, S—2E (aa) (a,a,)”, S—=2L(a0,)"*(a,a,)”. 


Die Function 8 enthält alle Coeöfficienten a, ,,,, en Bezug auf welche 
sie homogen und vom vierten Grade ist; sie hat ferner die Eigenschaft, 
ihre Form nicht zu verändern, wenn sie aus den Coefficienten derjenigen 
HKunction gebildet wird, in welcher die gegebene f übergeht, wenn man sie 
durch lineare Substitutionen transformirt. 

Bezeichnet man wie in (8. 3.) durch # die Determinante der Substitutions- 
coöffieienten, und durch 8, die aus den Coefficienten der transformirten Form 
oebildete Function 8, so ist 

. Ber 


Man bezeichne ferner durch 7,, die folgenden Ausdrücke: 


er 1. —==(ab,)” (a,a,)”, T3>=:(ab,)* (a,a,)', 
38. dr, , == Ei, "(4% 0)”, 7, —= (ab) (a,a)”, u; —=:(ab,)” (a,a,)”, 
) = Z(a,b,)”*(a,a)”, 7, —=:(0b,)" (a,a)”, = (a,b,)*(a,a,)”, 


so erhält man durch Addition der in einer Horizontal- oder Verlicalreihe ste- 
henden Gröfse immer dieselbe Summe, welche, weil sie den Factor 2 hat *), 
durch 27T bezeichnet werden soll, also: 


21. 23T = 7,7 Tat Tıss T=rı+7%, 


Y 
Er. T2 3% 37 — 731 +75, + 7335 





*) Dieser Factor rührt von den mit dem Factor 2 versehenen Gröfsen (a,a,)** her. 
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wobei überdies noch die Gleichung 
To = Tor 
gilt, obwohl (a,5,)** nicht (a,6,)** gleich ist (17.). 

Die Function T enthält alle Coöfficienten a, ., in Bezug auf welche 
ste homogen und vom 6ten Grade ist; sie hat ferner die Eigenschaft, ihre 
Form nicht zu verändern, wenn sie aus den Coöfficienten der durch lineare 
Substitutionen transformirten Function f gebildet wird. 

Bezeichnet man durch 7’, die aus den Coöffiecienten der transformirten 
Form gebildete Function 7), so ist 

22. T,=rT. 
$. 8. 

Die Functionen S und 7 sind für die ganze Theorie der homogenen 
Functionen dritten Grades von drei Variabeln characteristisch und stellen. wenn 
sie verschwinden, die folgenden Eigenschaften derselben dar: 

Wenn eine homogene Function dritten Grades von drei Variabeln 
in die Summe von drei Cuben zerlegbar ist, so ist immer 

Be 
und umgekehrt. 

Wenn eine homogene Function dritten Grades von drei Variabeln 
die Eigenschaft hat, dafs die Functionaldeterminante ihrer Functionalde- 
terminante wieder die ursprüngliche Function ist, so findet die Gleichung 

Eu 





Statt; und umgekehrt. 
Aus beiden Functionen läfst sich die folgende neue zusammensetzen : 
3 kR=- T—s. 
Diese Function hat ebenfalls die Eigenschaft, ihre Korm nicht zu ändern, 
wenn sie aus den Cocfficienten der iransformirten Function f gebildet 
wird, und es ist 
24. R=r"R; 
wo R, die aus den Coöfficienten der transformirten Form gebildete Function R 
ist. Für diese gilt der folgende Satz: 
Das Resultat der Elimination der Variabeln aus den Gleichungen 
fa,=0d, fa=0, fs =0 
wird durch die Gleichung 
R= T’—S’—=0 


dargestellt. 














154 18. Aronhold, zur Theorie der homogenen Funetionen dritten Grades. 


Aus demselben folgt, dafs der ($. 5. 11.) aufgeführte überflüssige 
Faelor (BR) mit der vorstehenden Funclion R bis auf einen Zahlenfactor über- 
einstimmt. und man findet 

(R) = 6R, 
wenn man berücksichligt, dafs die Gröfsen p,,;, als die ersten partiellen De- 


terminanlen des linearen Systems (9.) definirt sind *). 


$. 9. 
Mit Hülfe der in ($. 6. und $. 7.) aufgestellten Verbindungen erhält man 
die Coöffiecienten der Functionen A und 3 ($.5. 12.) wie folgt: 
= \eı 0. u=38, 0,6%, au,==38", 
173, —=1, A=0, 3; = 38, A=—2 T, 


’ J 





so dafs auch 9, verschwindet; ferner 
A = 38ab --6 Tab’ -- 385%, 
B=—= a —38ab’—2T%; 


206. 


endlich 
27. G = Da— Ab — «* — 68a’b’ —S Tab’ — 3 SS’. 
Es ist ersichtlich. dafs sich A und BD durch Differentialion aus @ ableiten 


lassen. und zwar ist 








36 86 
28. A= -—-ı- m B=1- 
no’ * da 
Diese Gleichungen können « prior? bewiesen werden. 
$. 10. 


Es finden sich noch foleende Verbindungen der Coöfficienten und der 
oo ee) 


Hl 


Funclionen (4, 4,, 
I) Die Coefficienten der Function Af: 


29. bu, = Z(a,0,)” a, = Z(a,a,)” a. = Z(a,u,)*a,..; 


0,1 Oyäyh =. 
wo die Summen über alle Werthe 1, 2, 3 für z, A auszudehnen sind. 
2) Die Coeöffieienten der Function I(af--bAf): 


Pas 


30.6, = BSadb 6 Tab’ -—-38°0)a,.. + (@“— 38Sab’ —2 Tb)b 


030,7 9 
aus welchen 
31. 44 = 3S°f—2TAf 
folgt: so dafs der Coöffieient von f als vollständiges Quadrat sich ergiebt. 
*) Die Function, welche durch R in der oft eitirien Abhandlung bezeichnet ist, unter- 


scheidet sich von der obenstehenden durch einen noch gröfsern Zahlenfactor; sie ist nämlich 
= 4.6°.(T°— $°), 
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3) Die Functionen q,,, als Functionen der Gröfsen p 


0,051 
p 2,4 u „A a \x.1 
1o,0;1 —2 (@, u,” Pr, = = \G, a,)* Po,x,} — 2 (A, a, ” Pia ’ 


durch welche die Auflösungen des Systems (10.) aus denen des Systems (9.) 
in den ursprünglichen Coefficienten angegeben werden. 


Man sieht hieraus, dafs die von Hesse verlangten Operationen bei der 
Darstellung der Funclionen A, D, @ vermieden werden können und sich viel- 
mehr « posterior? aus diesen und den einfachsten Verbindungen der Coöfficien- 
ten angeben lassen. Auch für die Lösungen der Systeme (9. und 10.) selbst. 
erhält man einfache Ausdrücke, ohne zur Bildung der partiellen Determi- 
nanten seine Zuflucht nehmen zu dürfen, wenn man die Kenntnifs der par- 
tiellen Differentialquotienten der Functionen S und T nach den ursprüng- 
lichen Coefficienten a,,,, vorausselzt. Diese lassen sich nach einfachen be- 
stimmten Geselzen aus den ursprünglichen Co6fficienten leichter bilden, als 
durch wirkliche Ausführung der Differentiation. Doch gehe ich hierauf nicht 
weiter ein und füge nur die Werthe der Grölsen p,,,. und q,,;,. hinzu. 
Man findet: 

4) Für die Functionen p,,.,., d.h. für die ersten partiellen De- 
ferminanten des Systems (9.): 


’ 98 oT 
13.9,..: ns 3 : ne Fe 28 — ae 


| 
| 


Olly,o,1 OU ,,0,7 . 
os >. 08 
32. 6.9.0, = 3 T —— — 28 ——, 
Sy) Ollp,o,1 Odg,o,T 
os oT 
2.,, nme 3 T y — 28 ) ’ 
1 SIRIN O4,,0,0 Olg,o,0 


in welchen Ausdrücken die Indices immer verschiedene der drei Zahlen 1.2, 3 
bezeichnen; was auch für die folgenden Ausdrücke gilt. 

5) Die Functionen q,,,, d. h. die ersten partiellen Determinanten 
des Systems (10.). nachdem dieselben durch einen allen gemeinschaftlichen 
Factor 16ten Grades in Bezug auf die ursprünglichen Coefficienten ($.5.) 
dividirt worden, sind: 


os oT 


1. een. 
1] o,0,7 O4,,0,1 O4,,0,: u 
os oT 
ae A RE Re, vi 
los: ‚T ÖG9,0,1 + Oly,o,1 . 
nn y 
u ET LE 
41:4]. Cly,o,0 O4,,0,0 
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Der erwähnte Factor ergiebt sich als vollständige vierte Potenz und hat 
den Werth 98°. 
5 98, 
Aus (27.) folgt die biquadratische Gleichung, durch welche der Fac- 
tor A so bestimmt wird, dafs 


in drei Factoren zerlegbar sei. 
Setzt man nemlich aus (27.): 
G — « — 68a’ —8STa"’ —38W — 0, 


dividirt die Gleichung durch d* und führt A statt z ein, so erhält man die 


Gleichung 

34. — #4 —685#°—8Tı—38°, 
deren Character dadurch bedingt wird, dafs ihre Coöfficienten nur von zwei 
Gröfsen abhängen, welche ganze Functionen der Coöfficienten der Func- 
tion f sind. 

Es folgt hieraus, dafs zwischen den Coöfficienten einer allgemeinen 
biquadratischen Gleichung zwei Bedingungen erfüllt werden müssen, damit sie 
die Gleichung (34.) darstelle. 

Wenn man eine allgemeine biquadratische Gleichung, wie folgt, bezeichnet: 

AU-IBP46EHK+IDIHE = 0, 
so ergiebt sich sofort 
Bo =0 
als erste Bedingungsgleichung der Coöfficienten für die Gleichung (34.). 
Diese ist indessen keine wesentliche. Um die zweite zu erhalten, bemerke 
man Folgendes: 

Der Character der Lösungen einer biquadratischen Gleichung hängt we- 
sentlich von den folgenden Functionen ab: 

D = AE-+IE —A4BD, 

E = AO+-BHEC—- ACLE—2BCH+E, 
welche sich unter Andern im 27ten Bande dieses Journals *) befinden. Man 
findet dort ebenfalls angegeben, dafs das Product der Cubikwurzeln, welche 
in der Lösung der redueirten cubischen Gleichung vorkommen, dem Aus- 
drucke ıD gleich ist, woraus sich die Gröfse unter dem letzten Wurzel- 
zeichen in der Auflösung der biquadratischen Gleichung, welche man auch 


*) „Auflösung der Gleichungen von den ersten vier Graden” von Eisenstein. 
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die Determinante der biquadratischen Gleichung nennt, als die Function 
F' = 3(27.E— D') 
ableiten läfst. Diese Form der Determinante ist übrigens von Cayley im 30ten 
Bande dieses Journals S. 19 angegeben worden. 
Für die Gleichung (34.) findet man nun als zweite Bedingungsgleichung: 
35. D=d0. 
Sie hat nach der obigen Bemerkung zur Folge, dafs eine der Cubikwurzeln 
in der Lösung der reducirten cubischen Gleichung verschwinden mufs, 
also dafs dieselbe eine reine ist. 
Ferner geht die Determinante #' in 
F —= SIE’ — (IE), 
also in ein vollständiges Quadrat über, wenn D verschwindet; und da die 
letzte Wurzel in der Lösung einer jeden biquadratischen Gleichung eine Qua- 
dratwurzel ist, so folgt, dafs die Auflösung der vorliegenden biquadr ati- 
schen Gleichung (34.) die letzte Quadratwurzel gar nicht enthält. 
Man findet übrigens 
E=4T—Ss’) =4R (23.), 
folglich: 
36. FF = (36R). 
Die vorstehenden Sätze finden ihre Bestätigung in der jetzt folgenden 
Auflösung der Gleichung (34.). 
Setzt man in 
#—68#—8Tı—38°” — 0, 


TER w 
4 = yU, + Yu -- Yu;, 
so findet man zur Bestimmung der Gröfsen « die redueirte cubische Gleichung 
”—38W"-3Nu—T—=0 oder WS’ —- T—S’—R, 


d. h. eine rerne cubische Gleichung, deren Wurzeln folgende sind: 
: 3 r 3 & 3. 
37T. u, = 5 Ar YR, U, = N) — 0 yR , U, = N -4- 0° ‚R, 


wo 1, 0, 0° die dritten Wurzeln der Einheit bezeichnen. Hieraus gehen die 


4 Wurzeln der biquadratischen Gleichung wie folgt hervor: 
YS+YR)+Y(S+eyR)-- Y(S-+e’YR). 
84 YR)—YS+eYR)—Y(S+e'y BR). 

= (SH YR) + YSHEVR)— (SHE VR), 


= —MS+YRB—yStoeyBd+y(Sreoyi); 
21* 


\ 


l 


| 
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so dafs die 4 ın lineare Factoren zerlegbaren homogenen Functionen drit- 
fen Grades die folgenden sind: 


3 y e / | 2°) 4 
39. {+18 +YRtyS-+eyMstyS-teyB)fa,2.,0)+4fle,02,2); 


wobei die zusammengehörigen Zeichen aus (38.) zu entnehmen sind. 


$. 12. 
Schliefslich möge noch die vollständige Ausführung des folgenden, als 


Aufgabe 1. der eilirten Abhandlung von Hesse aufgestellten Problems hier folgen. 


Ws ist eine homogene Function dritten Grades von drei: Variabeln 
gegeben: man soll eine andere derselben Variabeln finden, deren Functio- 
nal- Determinante die gegebene Function ist. 

Ist f{x,.2,, 2,) die gegebene Function, so findet man nach ($.1. 3.): 

I(af+bAf) = Af--BAf 
Setzt man daher 
rE—ER Ben O, 
bestimmt aus diesen Gleichungen « und 5 und setzt die Werthe dieser Gröfsen 
in I(af--bAf), so ist 
I(af--bAf) = f: 
also ist af--b4f die gesuchte Function. 
So weit ist das Problem in der eitirten Abhandlung geführt; es folge 
jetzt die vollständige Lösung der Gleichungen. 
Setzt man aus (26.) statt 3 seinen Werth 
B= «—38al’—2TV — 0, 


. . a . . y 
so ergeben sich für T die drei Werthe 


d, x u | ” Y / 
on rTHyBr+ VeO—YR. 
da, 3 iz „3 

40. gr — 0] (T-- yR) B- 0} (T— yR), 
a 


3 . 3 
— — o’y(T-yR)-oy(T—yR). 


Setzt man diese Werthe für a@,, @&, a, in die Gleichung 
A  —— 3Nab— 6 Tab? 4 3 Sp PR y 


so erhält man für d,, d,, d, die folgenden Werthe: 











18. Aronhold, zur Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 159 


i 8 3 
u 38T -yYR)y(T—yR) +-8T—yR)y(T+yR) +28’ — u, 
1 3 

41. = 3/ST-+ yR)o UT YR)- ST—yR) o y( T + YR)--2$°} — u, 
1 


= 38T + YB)ey(T—yR)--8T— Bey T-+yR)+2S°) — u, 


mithin durch Substitution in A(af--bAf) folgende 3 Functionen, deren 
Functional- Determinanten der Function f gleich sind: 


Ay T+yR)+ YT—yBRyjf-+af = u.f, 
42. 2 at[ [ev T+ YR) Hey PD yBlftaf) = af, 
Io’ /(T-+yR)+ -g VT—yR) l/+Aaf} = w.f. 


Es lälst sich hieraus leicht folgender Satz ableiten: 


1 


Wenn es möglich ist den Functionen S und T die Formen 
38 —= P?—-0, 
37 = P.® 
su geben, ın welchen P und O neue Functionen der Coefficienten he- 
zeichnen, die nur rational sein dürfen, so gtebt es immer eine homogene 


43. 


Function dritten Grades mit rationalen Coefficienten, deren Func- 
tional- Determinante der gegebenen f gleich ist. 


Die letztgenannte Eigenschaft besitzt offenbar die Function ./f' selbst: 
daher müssen für dieselbe die Gleichungen (43.) erfüllt werden. Bezeichnet 
man die ihr entsprechenden S und 7 durch 8, und 7',, so findet man: 

S, =— 4AT?’—38°, 
4 IT = T9S-8T,, 
folglich 
Po 3 0 = 98°’—sST”. 

Ich werde in der ausführlicheren Abhandlung eine zweite, ganz allge- 
meine homogene Function dritten Grades von drei Variabeln angeben, welche 
der gegebenen f beigeordnet ist und deren S und 7’ den Gleichungen (43.) 
genügen. 


Berlin im Juli 1849. 
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19. 


Über die Irreduetibilität und einige andere Eigen- 
schaften der Gleichung, von welcher die Theilung 
der ganzen Lemniscate abhängt. 


(Von Herrn Dr. G. Eisenstein zu Berlin.) 





$. 1. 


Unter den elliplischen Funclionen, welche wegen der Willkürlichkeit 
des elliptischen Moduls ein unendliches Gebiet von transcendenten Functionen 
umfassen, giebt es eine gewisse Classe, welche, neben den allgemeinen von 
Jacob: und Abel aufgestellten Eigenschaften aller elliplischen Functionen, noch 
besondere characteristische Eigenthümlichkeiten besitzt, durch die sie in sehr 
nahe Beziehung mit der Zahlentheorie versetzt wird, namentlich mit der Theorie 
der zweigliedrigen complexen ganzen Zahlen, welche aus den binären quadra- 
tischen Formen mit negativer Determinanie entspringen. Es sind hiermit die- 
jenigen elliptischen Funclionen gemeint, von denen Jacobi, seiner Bezeich- 
nungsweise gemäls, sagt: 
„Dafs bei ihnen der Modul durch die Transformation in sein Complement, 
oder auch in sich selbst zurückkehrt,” 

und die sich auch als solche bezeichnen lassen, 
„Welche eine complexe Periodieität und eine complexe Multiplication be- 
sitzen.” 

Unter einer complex periodischen Function ist hier eine solche zu ver- 
stehen, welche unverändert bleibt, wenn ihr Argument um ein beliebiges com- 
plexes ganzes Viellache einer gewissen Gröfse, des Moduls der Periodieität, 
vermehrt wird. Der Character der complexen Multiplication, auf welchen auch 
schon Abel und Jacob: aufmerksam gemacht haben (Gegenw. Journal 3. Bd. 
S. 151,195) besteht darin, dafs die Function für ein complexes ganzes Viel- 
fache des Arguments sich algebraisch in die Function des einfachen Argu- 
ments ausdrücken läfst, während dies im Allgemeinen bei den elliptischen 
Functionen nur für einen reellen ganzen Werlh des Multiplicators des Argu- 
ments gültig ist. Jede der in dieser Classe enthaltenen elliptischen Functionen 
entspricht einer anderen Gallung von complexen Zahlen; die lemniscatischen 
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Funclionen, welche allen andern unter ihnen vorangehen, entsprechen den von 
Gaufs eingeführten complexen ganzen Zahlen von der Form a+by-1. 

Auf alle hier besonders hervorgehobenen Functionen lassen sich ferner, 
in Rücksicht auf ihre Theilung, die @aufsischen Prineipien der Kreistheilung 
mit gröfserer oder geringerer Leichtigkeit anwenden *). Dafs dies bei den 
lemniscatischen Functionen (und mit diesen haben wir es zunächst nur zu Ihun) 
möglich ist, hat schon G@aufs in seinen „Disquisitiones Arithm.’” angedeutet. 
Abel, indem er die Elemente **) der Lemniscatentheilung aufstellte, begnügte 
sich damit, die algebraische Auflösbarkeit der Gleichungen zu zeigen, von 
denen die Theilung abhängt, ohne näher in den speciellen Character der Re- 
sultate und deren Verknüpfung mit andern Gebieten der Mathematik einzu- 
gehen. Im Grunde erscheint bei Adel der vorliegende Fall nur als Beispiel 
für seine allgemeine Theorie der algebraisch lösbaren Gleichungen (4. Band 
dieses Journals Seite 131), und es wird daher die Untersuchung nicht weiter 
verfolgt, als sie sich für alle algebraischen Gleichungen durchführen läfst, in 
denen jede Wurzel als rationale Function einer Wurzel dargestellt werden kann. 

Indem ich zuerst von den biquadratischen Resten aus auf diesen Ge- 
senstand geführt wurde, habe ich in die von Adel ihren Grundzügen nach 
gegebene Theorie weiter einzudringen und namentlich dieselbe für zahlen- 
theoretische Anwendungen fruchtbar zu machen gesucht. Als erstes Resultat 
dieser Untersuchungen ergaben sich meine neueren Beweise des biquadratischen 
Fundamentaltheorems. Die ferneren Ergebnisse meiner Forschungen erlaube 
ich mir hier und in einigen folgenden Abhandlungen den Freunden der Wis- 
senschaft vorzulegen. 

Ehe ich zu dem eigentlichen Gegenstand übergehe, wird es gut sein. 
‘auf eine allgemeine Schwierigkeit aufmerksam zu machen, mit welcher man 
in diesen Gebieten stets zu kämpfen hat. Es giebt sehr viele Sätze bei den 
elliptischen Functionen, welche eine blofse Möglichkeit behaupten, so zu sagen 
blofse Existenzsätze, und welche nicht den individuellen Character des Resultats 
erkennen lassen. So weils man z. B., dafs sich die elliptischen Functionen 
eines vielfachen Arguments in die des einfachen ausdrücken lassen, und zwar 








*) Die Theilung, welche hier gemeint wird, ist nicht mit der allgemeinen Theilung 
für ein unbestimmtes Argument zu verwechseln, für welche Jacobi die Fundamental- 
formeln aufgestellt hat. 

»#) 3. Band dieses Journals S. 162. Vergl. auch Dirichlet im 24. Band dieses Jour- 


nals S. 366. 
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algebraisch; man weils, dafs die von Jacob? zwischen den beiden Moduin bei 
der Transformation aufgestellte Gleichung eine algebraische ist; man weils, dafs 
jede Wurzel der Gleichung für die Theilung der Lemniscate einer rationalen 
Function irgend einer andern Wurzel gleich ist, u. s. w.: fragt man aber nach 
der speciellen Art der Zusammensetzung dieser und ähnlicher algebraischer oder 
rationaler Ausdrücke, und verlangt man dieselben namentlich in einer solchen 
ferligren Form, welche sich zum weitern Fortschliefsen benutzen lälst, so 
bleibt die Theorie meistens die Antwort schuldig; in noch höherem Grade zeigt 
sich dieser Umstand, wenn man über die elliptischen Functionen hinaus zu 
andern Transcendenten fortschreitet. Ja noch mehr, in besonderer Rücksicht 
auf unseren Gegenstand: man kennt nicht einmal die Gleichung selbst, von der 
die Lemniscatentheilung abhängt und welche man doch auflösen soll; man weifs 
nur. dafs sie überhaupt exislirt; man kennt ihren Grad und einen gewissen 
Algorithmus, um sie zu bilden, wenn der Divisor numerisch gegeben ist: 
oanz anders ist dies bei der Kreistheilung, wo die aufzulösende Gleichung 


N 1 ® . .. . [} . 
— —0 gleich von vorn herein vollständig gegeben ist, und wo die Re- 
> 


lationen zwischen ihren Wurzeln ebenfalls vollkommen bekannt sind, indem 
iede Wurzel sich als Potenz einer von ihnen ausdrücken lälst. Bei vielen 
Untersuchungen ist es freilich hinreichend, überhaupt nur zu wissen, dafs sich 
eine Grölse in eine gewisse andere Gröfse algebraisch u. s. w. ausdrücken 
läfst. ohne näher das We? zu kennen. Wo Dies jedoch nicht ausreicht, da 
könnte man zwei Wege einschlagen. Einmal könnte man sich bemühen, den 
angeregten Mangel, wenn es überhaupt ein solcher ist, zu ergänzen; ich habe 
aber diesen Wege bald verlassen, weil ich auf demselben nicht fortkommen 
konnte. Dann kann man aber auch nach solchen Prineipien forschen, welche 
möglichst fruchtbar sind und doch zugleich nur eine möglichst geringe, gleich- 
sam an der Oberfläche bleibende Einsicht in diejenigen Beziehungen erheischen, 
welche man beim jetzigen Standpuncte der Wissenschaft nur ihrer blofsen 
Existenz nach anzuwenden vermag. Dies Letztere habe ich zu thun versucht. 
so weil es meine Kräfte erlaubten. 


S. 2. 
Gaufs eröllnel seine Untersuchungen über Kreistheilung mit dem Be- 
ME 2. ar —1 r ' 5 
weise der Irreduelibilität der Gleichung —y = für den einfachsten Fall. 


wenn >, der Divisor. die Anzahl der Theile, eine (reelle pos.) Primzahl ist: 
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es möchte daher passend sein, die analoge Frage auch bei der Theilung der 
ganzen Lemniscate an die Spitze zu stellen. Dies wird den Hauptigegenstand 
vorliegender Abhandlung ausmachen. 

Zuvor will ich ins Gedächtnifs zurückrufen. was unter der Theilung 
der ganzen Lemniscate zu verstehen sei. 

Man weils, dafs bei einer solchen Theilung für den Divisor, oder was 
ihm analog ist, eine ganze complexe Zahl und im einfachsten Falle eine com- 
plexe Primzahl *) genommen werden kann, welche an die Stelle der reellen 
positiven Primzahl als der Anzahl der Theile in der Kreistheilung tritt. Die 
geometrischen Schwierigkeiten, welche der Begriff einer solchen complexen 
Division darbietet, will ich hier bei Seite stellen (Verg!. Jacob: im 19ten Bande 
dieses Journals Seite 314). In algebraischem Sinne hat man unier der gan- 
zen Lemniscate oder ihrem Umfange denjenigen einfachsten Modul der Perio- 
dieität zu verstehen, welcher selbst und dessen ganze complexe Vielfache dem 
Argumente der lemniscatischen Function hinzugefügt werden können, ohne 


den Werth dieser Function zu ändern; jener Modul der complexen Periodi- 


a; 2 de 2 ’ m 
eität ist, wenn man / 7A — © setzt, nicht 4@, der Umfang der reellen 





0 
geometrischen Lemniscate, sondern schon (2-+-22)@. Bezeichnet man den- 


selben durch Ü= (2 -++2:)@®, so bedeutet die Theilung der ganzen Lemniscate. 
für den complexen Divisor »2 oder die Theilung derselben in »n gleiche Theile, 
nichts anderes. als die Auffindung derjenigen Werthe der lemniscatischen Func- 


2 © ' 
tion. welche zunächst dem Argumente - und dann auch den complexen Viel- 


. r( * r . . . . 
fachen = dieses Argumenis entsprechen. Wegen der complexen Periodieitäl 
m 


gehören zu congruenten Werthen von r (mod. ») gleiche Werthe der lemnisca- 
tischen Function; man hat daher nur die incongruenten zu betrachten, welche 
ein vollständiges Restensystem (mod. »n) formiren; ihre Anzahl ist der Norm 





von ın gleich, = N(m)— p. Schliefst man noch das durch den Modul m theil- 
bare Glied aus, welches ein Vielfaches von C und für die lemniscatische Func- 
tion den Werth Null giebt, so ziehen sich alle Werthe von r auf die p—1 
Glieder eines reducirten Restensystems (mod. nr) zurück. Die diesen wesent- 


*) Also entweder eine solche von der Form a+by—1, welche aus der Zerfällung 
einer reellen positiven Primzahl p = 1 (mod. 4) in die Form » = (at by—1)(a— by) 
entspringt; oder eine reelle Primzahl +-q, welche, abgesehn vom Zeichen, = 3 (mod. 4) 
ist; beide Fälle werden vereinigt hier betrachtet; im ersten ist p, im zweiten q* die Norm. 
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lich verschiedenen Werthen von r entsprechenden lemniscatischen Functionen 


y 


rÜ _. h 
von —— sind die Wurzeln einer algebraischen Gleichung W = 0 vom p—Iten 
m 


Grade mit ganzen complexen Coeflieienten. Nennt man 2 = gp(f) die lemnisca- 
tische Function von £ für eine unbestimmte Variabele #, y == gy(mt) die 
von mt, so dals 


x dx Y dy 
2 / —— mi — / zu 
, } 1— x‘) ’ 5 vii—y')’ 





0 


EEE ) . a 
und bezeichnet man durch y= y’ diejenige rationale Function, durch welche 





y in = ausgedrückt wird, so ist U vom pten Grade in x, durch x theilbar, 
und man findet die linke Seite # der eben erwähnten Gleichung W—0, 


r 


. . . r 1 r . . 
wenn man U durch x dividirt, also MW en U; wie dies Alles durch Abel 


und Jacobi hinlänglich bekannt ist. Die auf diese Weise aus dem Zähler von 
\ ni r . Y . ar—1 

y erhaltene Gleichung #0 ist das Analogon zu der Gleichung —=_ 

2 “ E— 

oder zu den ähnlichen für die verschiedenen Arten der trigonometrischen 

Functionen, welche @au/s am Anfange der siebenten Section seines Werkes 

im Vorbeigehen aufführt, und das sogenannte Problem der Theilung der ganzen 


Lemniscate fällt mit der algebraischen Auflösung dieser Gleichung zusammen. 





Da ich mich mit der Untersuchung über die Irreductibilität der Funda- 
mentalgleichung ##==0 beschäftigen will, so ist zunächst zu erörtern, in 
welchem Sinne diese Frage hier aufgefalst werden mufs. Mit der Betrachtung 
der lemniscalischen Funclionen ist man ganz und gar in das Gebiet der com- 
plexen ganzen Zahlen von der Form a«--by—1 versetzt, welche hier in 
jeder Hinsicht die Rolle der gewöhnlichen reellen ganzen Zahlen übernehmen. 
Wenn man also im Allgemeinen unter einer irreductibeln Gleichung mit gan- 
zen Coöflicienten eine solche versteht, von welcher keine Wurzel zugleich 
Wurzel einer Gleichung niederen Grades mit ebenfalls ganzen Coöfficienten 
sein kann, so wird hier bei unserer Gleichung das Wort „ganz” beide Male 
in complexem Sinne zu nehmen sein; nämlich, wenn irgend eine Wurzel der 
Gleichung W ==0 zugleich Wurzel einer Gleichung niederen Grades Z — 
ist, so muls gezeigt werden, dafs Z weder mit reellen, noch (was mehr be- 
hauptet und das erste als speciellen Fall einschliefst) mit complexen ganzen 
Coöfficienten angenommen werden kann. 

Die Einleitung zum Beweise dieses Satzes besteht in Folgendem. Hätte 
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Z, ganze complexe Coöfficienten, so könnte man durch die Operation der Aul- 
suchung des gröfsten gemeinschaftlichen Theilers zwischen W und Z eine 
ganze Function mit ebenfalls ganzen oder sicher rationalen complexen Coefti- 
cienten finden, welche in W algebraisch aufgeht. W, welches die Form 


W— a1 Ae 1A 1.14, 


| z(p—1) 
hat, wo A,, Ak. ... sämmtlich ganze complexe Zalılen sind, zerfiele demnach in 
das Produet zweier ganzen Functionen mit rationalen complexen Coefficienten. 
Nach einem von Gaufs in den .„„Disq. Arithm. Art. 42.” zunächst für reelle 
Zahlen aufgestellten Satze, dessen Beweis sich aber wörtlich auf complexe 
Zahlen anwenden läfst, mülsten sich die Factoren auf eine solche Form brin- 
sen lassen, dafs ihr höchstes Glied die Einheit zum Coäffieienten hat, und 
dafs alle übrigen Coöffieienten ganze complexe Zahlen sind. Es bliebe also 
nur noch die Unmöglichkeit einer Zerfällung von folgender Form nachzuweisen: 


W—= (ara... erhebt...) 


wo u rv—=p—l, 0<u<p—1l. 0<r<p—1, und alle « und alle b 
ganze complexe Zahlen sind. 

Bis hierher sind die Betrachtungen denen der Kreistheilung ganz analog 
und lassen sich auf jede Gleichung anwenden. Versucht man aber in der- 
selben Weise wie bei @aufs weiter zu gehen, so stöfst man auf Schwierig- 
keiten von deı Art, wie sie schon in $. 1. angedeutet sind. Diese Schwie- 
rigkeiten, welche sich durch die ganze Theorie der Lemniscatentheilung hin- 
durchziehen, liegen daran, dafs die Relationen zwischen den Wurzeln der 
Gleichung W = 0, wie folgenreich auch die Kenntnifs ihrer blofsen Existenz 
und ihres allgemeinen algebraischen Characters sein mag, doch viel zu com- 
plieirt und ihrer speciellen Beschaffenheit nach viel zu unbekannt sind, um jene 
Wurzeln einfachen Operationen (z. B. der Multiplication) mit derselben Leich- 
tigkeit unterwerfen zu können, wie dies bei den Wurzeln der Einheit 
geschieht. Mit einem Worte: man kann nicht aus jenen Relationen selbst 
Vortheil ziehn, weil man sie nicht kennt, sondern nur aus allgemeinen Ei- 
genschaften derselben, und man mnfs daher die Zahl der letztern zu ver- 
mehren suchen. 


Der Beweis unseres Satzes gelingt, wenn man eine Eigenschaft der 
Coefficienten A,, A,,.... zu Hülfe nimmt, welche ich bei einer früheren 
Gelegenheit schon, wenigstens für eine zweigliedrige (nicht reelle) complexe 
Primzahl rn aufgestellt und bewiesen habe. Nämlich den Satz, dafs sämmt- 
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liche Coöffieienten A,, As, .... A;,_, durch »r theilbar sind, und dafs der 
letzte, abgesehn von einer complexen Einheit, welche als Factor hinzutreten 


kann, »2 selbst gleich ist. Dieser Satz lälst sich auch so aussprechen: Nennt man 
zwei ganze Funclionen von ©, wie a+ dx da” --.... und b-+Vr Wa’... 
congruent (mod. zn), wenn einzeln und für alle Coöfficienten a=b, !=b, 
a ==b",....(mod.m) ist, so hat man # == 2P”! (mod. m) und A,,_n = em, 
wo & eine complexe Einheit ist. Die höchst einfache Methode, durch welche 
ich aus dieser Eigenschaft der Coöfficienten von W die Irreductibilität der 
Gleichung #0 ziehe, liefert zugleich den Beweis des folgenden allgemei- 
neren Satzes, welcher die Irreduelibililät einer sehr ausgedehnten Galtung von 
algebraischen Gleichungen ausspricht: 

„Wenn in einer ganzen Function #'(z) von & von beliebigem Grade 
„der Coöffieient des höchsten Gliedes — 1 ist, und alle folgenden Coöfficienten 
„ganze (reelle, complexe) Zahlen sind, in welchen eine gewisse (reelle resp. 
„complexe) Primzahl »r» aufgeht, wenn ferner der letzte Coöfficient — em ist, 
„wo & eine nicht durch a theilbare Zahl vorstellt: so ist es unmöglich F«) 
„auf die Form 

("a2 ....+0)@+b2"+....+5,) 

„zu bringen, wo u und v —1, «-+-v= dem Grad von F'x), und alle «a 
„und d (reelle resp. complexe) ganze Zahlen sind; und die Gleichung F\x) = 0 
„ist demnach irreduclibel.” 

Wäre obige Zerfällung von F(x) möglich, so hälte man zunächst 
a,b, — dem letzten Ceefficienten von F\x), also — em: folglich müfste, da m 
als Primzahl vorausgesetzt worden ist, eine der beiden Zahlen «,, b,. =, die 





andere —= em sein, wo €, &’ zwei Facltoren, deren Product —= e ist, welche 
also beide nicht durch »» theilbar sind. Es sei, da die Wahl willkürlich ist. 
a,—e, b,—=e'm. Nach den gemachten Voraussetzungen ist ferner F(x) 
— 2” (mod.m); es wäre also 
(aa... +.) ++ ....+E'm) = x" (mod.m), 
folglich auch, nach Weglassung des durch »» theilbaren Gliedes &’m im zweiten 
Factor links: 
(a4... +.) +24... +4b_2) = or, 

Der Coöfficient von . ist hier e'db,_,,. und da ein Glied mit der ersten Potenz 
von x rechts nicht vorkommt, so ist &d,_,, also auch d,_, durch m theilbar. 
Läfst man wiederum das Glied d,_,x aus dem zweiten Factor links weg, SO 
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erhält man eine dritte Congruenz, aus der zu sehen. dafs d,_, durch 
theilbar sein mufs; der zweite Factor links kann daher abermals um ein Glied 
b,_.x2° vermindert werden. So fortfahrend, zeigt sich nach und nach, dafs 
sämmtliche = 0 (mod. m) sein müssen, und man wird zuletzt zu der Congruenz 
(tan ct'+....+€).2” = x“ (mod. ın) 
geführt. Diese ist aber offenbar unmöglich, da sich links multiplicando das nicht 
durch x theilbare Glied ex” ergiebt, zu welchem sich rechts kein entsprechendes 
lindet. Demnach kann auch die ursprüngliche Zerlällung von F'{x) ohne Wi- 
derspruch nicht angenommen werden, und es ergiebt sich die Richtigkeit des 
obigen Salzes. 

Die Gleichung W==0 befindet sich unmittelbar in dem Falle des all- 
gemeinen Salzes *), und ihre Irreductibilität ist somit erwiesen. Die Gleichung 
"Z =—=0, wo p eine positive ungerade Primzahl, läfst sich durch eine leichte 
Substitution ebenfalls auf die Form bringen, welche der Satz verlangt. Man 
setze 2—1—z, so wird 2—=2--1 und man bekommt die Gleichung 

ar peP Hipp Nr’... 90, 
in der alle Coöfficienten durch » theilbar sind und der letzte =p selbst ist. 
Dies giebt also, wenn man will, einen neuen und höchst einfachen Beweis der 


Irreduetibilität der Gleichung 2?” -- 2°” —-....-2--1==0; und zwar setzi 
dieser Beweis im Unterschiede mit früheren **) nicht die Kenntnifs der Wurzeln 
und ihrer gegenseitigen Abhängigkeit voraus. — Die analogen Gleichungen für 


die trigonometrischen Funclionen sind ebenfalls sämmtlich in dem allgemeinen 
Satze enthalten. 

Der obige Satz läfst sich noch leicht dahin verallgemeinern: dafs die 
Gleichung F'(x) = 0 auch dann noch irreductibel ist, wenn nur ein einziger 
der durch »n theilbaren Coöfficienten in F'(r) nicht mit 92° aufgeht, und es 
braucht dies nicht gerade der letzte zu sein, so dafs jede Gleichung mit gan- 
zen Coöffieienten irreductibel ist, in welcher, aufser dem ersten, sämmtliche 
Coöffieienten durch 2, aber nicht sämmtlich durch »n° theilbar sind. 

Ich will gelegentlich den häufig vorkommenden Satz beweisen, dafs bei 
einem Producte zweier ganzen ganzzahligen Functionen S(x) T (x), welches 
—( (mod. m Primzahl) ist, nothwendig einer der beiden Factoren durch 





*) Siehe $. 3. 
**) Aufser dem Beweise von Gaufs ist mir nur der von Kronecker im 29ten Bande 
dieses Journals Seite 280 bekannt. 
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Iheilbar sein mufs. Wäre dies nicht der Fall. d. h. wären in keinem der 
beiden Factoren sämmtliche Coefficienten durch »» theilbar, so müfste es in 
jedem derselben eine niedrigste Potenz von x geben (diese kann auch x’ sein), 
deren Goöfficient nicht durch »» theilbar ist. Es sei dies z° in S(x) und &° in 
T(.x). den Fall o oder «= 0 nicht ausgeschlossen, so dafs die Coöfficienten 
von x’), 2°” ele. in S(x) und die von x’, x” ete. in T(x) wirklich 
durch »n theilbar sind; in dem Producte S(xz) T(x) wäre dann der Coöfficient 
von 2°" = dem Producte der beiden Coöfficienten von 2° und x” in S(.r) 
resp. Ti); dieser Coellieient wäre also nicht durch »» theilbar, was der Vor- 
ausselzung widerstreitet, nach welcher alle Co@fficienten des entwickelten Pro- 
duetes = O0 (mod. »r) sein sollen. — Aus diesem Satze folgt durch wieder- 
holte Anwendung der weiter oben benutzte, welcher sich, wenigstens für reelle 
Zahlen. wie bemerkt. in „Disq. Arith. 42.” findet. Es ist offenbar nur zu be- 
weisen, dafs in einer Gleichung von der Form 

kart aoattL...-te,,,) 

+4)’ +5,2"+...+5)=8(2)T(e), 

wo k und alle «, db, e ganze (reelle oder complexe) Zahlen sind, der Multi- 
plicator % immer so auf die beiden ganzen Functionen S und T vertheilt 
werden kann, dafs % dem Producte zweier ganzen Factoren A,%, gleich wird, 
von denen der eine A, in S(x), der andere A, in T’(x) aufgeht. Dies ergiebt 
sich daraus, dals für jeden Primfactor m von k, S(z)T(x)==0 (mod. ın) 
ist, also nach dem Obigen entweder S(x) oder T(x) mit m aufgeht. Dividirt 
man wirklich 2 weg, so erhält man eine neue Gleichung von derselben Form. 


Ä A re —| 
: (GET + 


r l r . 2 er ® 
in welcher — an die Stelle von k getreten ist, nämlich entweder 
m 
l u-43 \ 1 Ey; pm \ k / u+v | 1 T \ 
—. (2 PL ee)—=—SIS(2).T(x) oder —(x - etc.) = S(r).—T(r). 
m m m m 4 


je nachdem S oder 7 durch >» theilbar ist. In dieser Gleichung kann man 
rn k 
abermals einen neuen oder denselben Primfactor von — fortheben, je nach- 
Mm. 3 


dem » nur in der ersten Potenz, oder im Quadrat u. s. w. in k aufgeht. 
Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens wird man endlich alle gleichen 
und ungleichen Primfacioren von %&, also das ganze k selbst erschöpft und 
weggeschafft haben, und es hat sich zugleich k in der angegebenen Weise auf 
die beiden Factoren S und T vertheilt. Zuletzt erhält man dann eine Gleichung 
von der Form 


2" etc = (war ta, 24 etc.) (by td’ etc.); 
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wo alle Coöfficienten ganz sind und wo, wegen «a,b, =1, a) = by —=1 an- 
senommen werden kann. Dem Wesen nach ist dieses Verfahren von dem- 
jenigen bei Gaufs nicht verschieden. Die Grundbetrachtungen über solche 
Congruenzen, deren Elemente ganze F'unctionen sind, findet man auch in 
Schoenemann's Abhandlung in diesem Journal Band 31. Seite 269 ff. 


Aus der bewiesenen Irreducetibilität der Gleichung W==0 kann man 
die gewöhnlichen Folgerungen für die Wurzeln derselben ziehen. Wenn eine 
ganze Fuuction mit ralionalen complexen Coöflicienten und von niederem Grade 
als dem p—lten, für eine Wurzel der Gleichung #==0 verschwindet, so 
verschwinden ihre sämmtlichen Coöffieienten; und wenn zwei solche Functio- 
nen für eine Wurzel jener Gleichung gleich werden, so müssen ihre ent- 
sprechenden Coöflicienten übereinstimmen. Wenn irgend eine ganze Function 
mit rationalen complexen Coöflicienten für eine solche Wurzel verschwindet, 
so ist sie durch W algebraisch theilbar und verschwindet also für alle Wur- 
zeln der Gleichung W==0; sind zwei dergleichen ganze Functionen für eine 
Wurzel einander gleich, so gilt dies ebenfalls für alle Wurzeln, da ihre Dif- 
ferenz durch #7” theilbar ist, u.s. w. Für die Gleichung W== 0 insbesondere 
ergiebt sich wegen der speciellen Eigenschaften ihrer Wurzeln noch Folgendes. 


' R ‚ a r© i u 
Diese Wurzeln sind in der Form % (=) enthalten, wo r die p—1 Glieder 
eines redueirten Restensystems (mod. »») durchläuft; welche man alle als un- 

. , . rkC 
gerade Zahlen voraussetzen kann. Diese Wurzeln sind auch +), wo # 
i ı 


eine beliebige nicht durch »r theilbare complexe ganze Zahl ist. Hat man nun 
eine Relation, wie #(k) = 0, zwischen diesen Wurzeln, in der letzteren Form, 
wo Fk) eine ganze Function der Wurzeln mit rationalen complexen Co&fli- 
cienten bedeutet, und findet diese Relation für irgend einen Werth von %& Statt, 


. . r . . . rkC 4 
so mufs sie für jeden Werth von % richtig bleiben: denn da () für jeden 
) e kC | 
ungeraden Werth von r als rationale Function von % —) also, nach Weg- 
schaffung des Nenners mit Hülfe der Gleichung #— 0, auch als ganze 
[ * * . .. ® kC 
Function mit rationalen (nicht ganzen ) Coe@fficienten von 9) dargestellt 
werden kann, so verwandelt sich der ganze Ausdruck Fk) in eine ganze 


u 4 . kC . . . » ® ° 
Function von der einen Grölse +); wobei die Coöffieienten rational und 


von %k unabhängig sind. Verschwindet aber eine solche Function für einen 
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Werth von A, so mufs sie wegen der Irreductibilität für jeden Werth von % 
verschwinden. Die Einführung des Factors k unter dem Zeichen p kommt, 
wie man leicht sieht, auf eine sogenannte cyclische Permutation der Wurzeln 
hinaus; in jeder Relation von der angegebenen Art kann man also die Wur- 
zeln eyelisch permutiren; woraus natürlich necht folgt, dafs jede Permutation 
der Wurzeln erlaubt wäre. 


S. 3. 

Die Grundlage des Beweises der Irreduelibilität der Gleichung W — 0 
bildet die oben erwähnte Eigenschaft der Coeffieienten der Function W. Ich 
habe, wie bemerkt, den Beweis dieser Eigenschaft für den einen Fall gege- 
ben, wenn zn eine zweigliedrige complexe Primzahl «-+bi, also @--b’—y 
eine reelle Primzahl = 1 (mod. 4) ist; es bleibt noch der Fall m—= +4, woy 
eine reelle positive Primzahl == 3 (mod. 4) ist. Ich habe auch die Schwierigkeit 
angedeutet *). welche sich der früheren Methode in diesem zweiten Falle ent- 
segenstellt, obwohl der Satz selbst richtig bleibt **). Es ist daher nöthig, im 
Folgenden einen neuen Beweis aufzustellen, der beide Fälle zugleich umfalst; 
um so mehr, da dieser Satz als Ausgangspunet auch für fast alle ferneren 
Untersuchungen in diesem Felde dient, und da es wichtig ist, in der Folge 
von einer besonderen Rücksichtsnahme auf die Unterscheidung der beiden eben 
erwähnten Fälle der Primzahl »n befreit zu sein. 

I) Entwickelt man für einen beliebigen ungeraden Werth von m die 
rationale Function von x, welche y= (mt) in 2==g(t) ausdrückt, nämlich 


Axyp—_n.r + elc. U WW . j i e e 
Bi: mo + — — — ——, in eine unendliche Reihe nach steisenden Po- 
1+B, r'+ etc. J Be: ° 


ienzen von x, so werden die Coeflieienten dieser Reihe sämmtlich zu ganzen 





u = 


complexen Zahlen, da das niedrigste Glied des Divisors —1 ist, also bei der 
wirklichen Division von U durch V kein numerischer Nenner in den Coeffi- 
cienten eintreten kann. Setzt man demnach 


Fr ’ 0 4 . . 
y=R=0ar-402° 708° -4....4 E42 -Fininf., 


so sind c, = Ay, 5 = Ay» — BıA;p-n; US. W., wie bemerkt, sämmt- 
lich ganze Zahlen. Es kommt hier wenig darauf an, ob diese Reihe con- 
vereirt. oder nicht, da ich nicht ihre Summe, sondern nur ihre Coefficienten 


*) Geeenw. Journal Band 30. Seite 188. 
**) Er ist aber nicht mehr richtig, wenn man für m eine reelle positive Primzahl = 1 
(mod. 4) setzen wollte. 
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betrachte; übrigens convergirt die Reihe bekanntlich sicher, wenn der analy- 
tische Modul von &< als der kleinste unter den Moduln der Wurzeln der 
Gleichung Y —0 ist, was aber für die hier Statt findenden Untersuchungen 
gleichgültig ist. 

2) Man kann dieselbe Reihe ZA auf einem ganz anderen Wege als 
dem der Division erhalten, wenn man direet nach der Methode der unbestiimm- 
ten Coöffieienten und mit Hülfe der Gleichung 


Pf öy f or 
— —m — 
I) my TI vd=a) 


0 





y nach Polenzen von x entwickelt. Man findet auf diesem Wege, dafs e, = m, 
ce, — 7, (m — m’), elc. und dals der allgemeine Cocfficient die Form 


z I r ( I} | o, \ 
— — (MO, W + RmM 4... 404.10) —= —f (m) 
0 N i i i / 0 


hat. wo alle @ und der Nenner 9 nur von « abhängige von »» unabhängige 


e, 


ar 


ganze Zahlen sind. und wo man natürlich immer annehmen kann, dafs o kei- 
nen Factor enthält. der in allen « zugleich aufgeht. Um dieses Resultat ohne 
viele Rechnung übersehen zu können, entwickele man (mt) nach Potenzen 
von mt und setze statt der Polenzen von £ in dieser Entwicklung die ihnen 


gleichen Reihen nach 2=y(t). Es sei 





A 2) — ti = L- I; X a Pot elc.. 


0 


vr — er ße BeT + etc., 
endlich 
z—= gi) = ty’ Yl’-+ elc., 
wobei sämmtliche 3 und y rein numerische und rationale Werthe haben und 
die 3°’ nur von v abhangen und ebenfalls rational sind. Da y=y{mt) ist. 
so erhält man hiernach 
ya m-ymÜ MU... Yu a etc. 
=— m(z +0 +-Pa’-+.... Pu + etc.) 
Lume+ + tBar et tete.) 
Ym’ (Er... Li Yale -- etc.) 
- elc. 
und hier ist der Coöfficient von =": 
Czu+1 or; Baur mt Ya m’ + Voß m +. Ya mt; 


welcher in der That von der oben angegebenen Form ist. Die so gefundene 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 2. 23 
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Fe 


Reihe für y gilt natürlich für jeden beliebigen unbestimmten Werth von m, 


4 


sie lälst sich aber nur dann durch eine rationale Function y Summiren, oder 


besser als aus der Entwicklung einer solchen hervorgehend betrachten, wenn 
m eine yanze und ungerade complexe Zahl ist. 


3) im) ist eine ganze ganzzahlige Function von »n, welche den 
Kactor = enthält. Da man nun für ganze ungerade Werthe von m bereits 


weils, dals e,,,, einer ganzen Zahl gleich ist, nämlich aus der Entwicklung 
U a ’ ; u 
jr durch Division, so folgt, dafs e,.,, in allen den Fällen durch 
theilbar ist, wenn =» Primzahl, und der Nenner o den Factor m nicht ent- 


von y-= 


hält. Ich behaupte, dafs 9 überhaupt nur solche ungerade complexe Primfactoren 
enthalten kann, deren Norm — 4u«--1 ist. In der That sei n irgend ein 


ıngerader complexer Primtheiler von o, also irgend ein Primtheiler, mit Aus- 
ih . ’ f 
nahme von 1-2; da —f(m) eine ganze Zahl für alle ungeraden (auch zu- 
0 


sammengeselzten) Werthe von zn ist, so.hat man f(m) = 0 (mod. o), also auch 
(mod. 2) für dieselben Werthe von zn; da aber n ungerade ist, so kann man zu 
jeder beliebigen ganzen Zahl eine ihr congruente (mod. rn) ungerade Zahl finden 
und es wird daher die Congruenz f(m) ==0 (mod. n) für alle ganzen complexen 
Werthe von zn ohne Ausnahme erfüllt. Betrachtet man auf die gewöhnliche Weise 
nur die incongruenten Wurzelwerthe, so hat die Congruenz f(z) = 0 (mod.n) 
genau N(n) Wurzeln, nämlich alle Glieder eines vollständigen Restensystems 
(mod. 2). Da nun keine Congruenz mehr Wurzeln haben kann, als ihr 
Grad beträgt, der hier 4u«--1 ist, so hat man, wie behauptet worden war, 


N(n)=_4u--1. Es folgt hieraus « fortior:, dafs sämmtliche Nenner 9 der 
ersten Coöffieienten €,, €; bis e,,,, nur solche complexe Primfactoren haben, 
deren Norm —— 4«--L ist, und die der Coöfficienten e,, €, bis €,._, nur solche, 
deren Norm — tu --1 ist. Dieser an sich wichtige Satz dient hier nur als 


Lemma, er wird in der Folge noch mannigfaltige Anwendungen linden. 


4) Nehmen wir jetzt die Voraussetzung wieder auf, welche wir einen 
Augenblick fallen liefsen, dafs »» Primzahl sein soll, und selzen wie immer 
Nm)—p, so zeigt sich, dafs »r» in keinem der Nenner o der ersten Cocf- 
ficienten €,, €, bis €,_, aufgehen kann und dafs e, der erste ist, welcher m 
in seinem Nenner enthalten könnte. Es sind daher nach der obigen Bemer- 
kung am Anfange von 3) die Coefficienten aller Potenzen von x unter x? 
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durch zn theilbare ganze Zahlen, und die Reihe selbst hat die Form y—=R 
—=m.S--a’.T, wo S und T Reihen nach x mit ganzen Coöflieienten sind, 
und noch zu bemerken ist, dafs der Coöffieient der ersten Potenz von .r 
in 8, —1 ist. 
Multiplieirt man jetzt in der gefundenen Gleichung 
U zW 
‚7 V 
mit V auf die rechte Seite hinüber, so ergiebt sich 
U=-2W=m.VS-a’.VT, 


und man sieht, dafs alle Coöfficienten in U, den von x’ allein ausgeschlossen. 


— nm. Ss ı’,T 


durch a theilbar sein müssen, weil auf der rechten Seite, wenn man enl- 
wickelt. wirklich alle Glieder mit niedrigeren Potenzen als =” den Factor m 
enthalten. Es ist also 

Ay EZ Ayp-y E. - = A: = A, =0 (mod. m). 


Diese Congruenzen in Verbindung mit der Bemerkung, dafs A; 7 


p—1) — 
ist, enthalten die zu beweisende Eigenschaft. 


>) Es läfst sich hiermit die Relation verbinden, die zwischen den Co&l- 
licienten des Zählers U und denen des Nenners V Statt findet. Nimmt man 
nämlich im Allgemeinen U von der Form &(A,,_n +... x?) an, so wird 
V—1--A, 2" -+....-+-A;pn: Diese Relation findet sich schon bei Jacobi, 
nur nicht die Bestimmung der complexen Einheit &, welche für meine Unter- 
suchungen von grofser Wichtigkeit ist. Für einen primären Werth von m, 
d.h. für n==1 (mod.2--2?) ist e—=1 und man hat daher den Satz: 
„Dafs für jede primäre complexe Primzahl »n, gleichviel ob eingliedrig 
„oder zweigliedrig, die lemniscatische Function Y(mt) von mt in p(£) 
„durch den Bruch 


g(t)\ m) Lm.P 
I+m.O 


„ausgedrückt wird. wo P und Q ganze complex -ganzzahlige Funclionen 





(mt) —= 


„von p(f) sind.” 
Zur Erläuterung dieses Beweises möge noch Folgendes hinzugefügt 
werden. 


6) Da für ‘eine primäre Primzahl m, deren Norm p ist, U == x” und 
V =1 (mod. m) gefunden wurde, so erhält man, wenn man in die Gleichung 


U—VR substitüirt, <= R (mod. m); d.h. alle Coöflicienten der Reihe 
23 * 
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RR == e,2-- 0,0” - ete. bis ins Unendliche mit alleiniger Ausnahme von c, sind 
durch nm theilbar, und e, ist = 1 (mod. m). Das erstere, nämlich die Theil- 


barkeit der Coöfficienten durch »r gilt auch für eine necht primäre Primzahl »n; 
dann ist aber nicht mehr e,==1, sondern im Allgemeinen einer gewissen 
complexen Einheit congruent. 


‘) Nimmt man als bewiesen an, dafs in der Reihe R alle Coäflicien- 
ten, aufser e,, durch ar theilbar sind, so läfst sich hieraus die Congruenz 


$ I (mod. nr) für einen primären Werth von m, ohne besondere auf die- 
sen Fall bezügliche Voraussetzung über T und V, auf foleende Art ableiten. 
welche wegen des Prineips für allgemeinere Untersuchungen nützlich ist. Man 
hat = e,.x” (mod. m), undda U=VR, so folgt U=e,r’.V. Diese letz- 


iere Congruenz enthält nur endliche geschlossene Ausdrücke (ganze Funclionen). 
und man darf daher statt x einen speciellen Werth, z.B. 2 ==1 setzen; was 
bei einer Congruenz mit unendlichen Reihen keinesweges erlaubt sein würde: 
denn ganz abgesehen von der Frage, betreffend die Convergenz, so hat auch 
eine unendliche Reihe im Alleemeinen keinen bestimmten arithmetischen Cha- 
racler, da sie, aus lauter rationalen Termen bestehend, doch recht wohl eine 
irrationale so gut als eine rationale Zahl ausdrücken kann *). Setzt man also 


x —1 in der zuletzt erhaltenen Congruenz U=e,x’.V, so ergiebt sich u = e,v, 


= Te a ’ . i 
wenn durch — der Werth von y bezeichnet wird, der @==1 entspricht; es 


t 
. ur \ % r 
ist also e, der Werth des Ausdrucks — (mod. m). Da z=1 dem Werthe 
l! 


f or u . N . . . y “ . . 
= I ———=@ entspricht, und da die lemniscatische Funclion sich nicht 
j y( 2» 


ändert, wenn £ um ganze complexe Vielfache von (2--22)@ = Ü wächst, 


; A ; en - » ER ‘ © 
so ist — — y(mö) — gp(@), also ebenfalls = 1, wenn na =1 (mod. 2--%): 
2 j ’ ä u = 
in diesem Falle also e,==1 (mod. m). Im Allgemeinen ist — —= y(mö®) — 
/ " 
yo) — i"y(@)—i“ also ce, =?“ (mod. m), wenn m ==“ (mod. 2 +23), 


und bekanntlich ist jede ungerade Zahl irgend einer Potenz von ? congruent 
(mod. 2-- 22). so dafs diese Annalıme alle Fälle umfalst. 


*) Die Betrachtung solcher Congruenzen, in denen unendliche Reihen vorkommen, 
scheint, wenn man sie auf sichere Prineipien zurückführt, sehr fruchtbar für die Zahlen- 
theorie werden zu können. Vielleicht sollte die VIII. Section der Disy. auch dergleichen 
enthalten. 
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nr 


) n . OY 
S) In der Entwicklung von —— — 
DE OL 


Ausnahme durch »» theilbar; denn durch das Differentiiren nach x trit! 


oR i a = 
- sind alle Coöffieienten ohne 





(4u--1).e,,,, an die Stelle von e,,,,, und in diesem Producte ist für alle von 
p verschiedenen Werthe des Index 4u«--1 der zweite Factor, für du --1 = p 


2. . ' . I 0oy . 
der erste Factor durch zn theilbar. Die Entwicklung von — - enthält 





Mm COX 
demnach lauter ganze Coöflicienten, also auch die Entwicklung des eleicheel- 
v(1—r‘) s ) 
tenden Ausdrucks A 2°)‘ Letztere wird erhalten, wenn man die beiden 
A: 


Quadratwurzeln entwickelt, welche beide mit —-1 anfangen, und statt der Poten- 
zen von y die entsprechenden Potenzen der Reihe # selzt. Da R== x’ (mod. m) 
ist, so vernachlässigt man nur Vielfache von 2, wenn man hierbei x’ an die 
Stelle von y FREE, man erhält so 


-- = ( eh )= zung: \ er “ — (1 — z*):PV (mod. m). 


Dafls die bei der Entwicklung der Quadratwurzeln vorkommenden Nenner. 





welche nur Potenzen von 2 sein können, unberücksichtigt bleiben dürfen 
und der Strenge des Raisonnements keinen Abbruch tihun, davon will ich der 
Kürze wegen die weitere Ausführung einer Gelegenheit überlassen, bei welcher 
ich überhaupt die algebraischen Functionen in dieser Hinsicht untersuchen werde. 
Man kann bei Congruenzen immer solche Nenner vernachlässigen, in denen 
der Modul nicht als Factor enthalten ist und braucht zu dem Ende den Be- 


. . n a E 
griff der Congruenz nur dahin zu erweitern, dafs man unter Eu a (mod. m). 
) (di 


wo 5b und d beide nicht durch »» aufgehen, nichts anders verstehen will, als 











ad— be = UV (mod. m) *). — Setzt man p = mm — (a-—bi)(a— bt), so ist 
“ Y OYy 1f Das m « . [ige . 
in der gefundenen Congruenz Zr = (1 — z*): 7) (mod. m) der Coefficient 
u DE 
von 27”! links —= m’e,, welches = m’ (mod. ın) ist für einen primären Werth 
von »n. Bezeichnet man durch 
-PEDAHP—N)! __ (1-2. (pP —1).2(9—3)....4(p+93) 
7 ‘ 
GP—N))!Gaw—N)! 1.2 (pP —1) 


den entsprechenden Coöfficienten rechts in (1T—.x*):?-), so hat man 
ın' = I'(mod.en). Es ist dies der von @aufs gefundene und am Schlusse der 





*) Zwei algebraische Ausdrücke sind überhaupt congruent (mod. m), wenn das Re- 
sultat der Elimination aus den beiden irreductibeln Gleichungen mit ganzen Cocflicienten, 
welchen sie genügen, in homogener Form =0 (mod. m) ist. 
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ersten Abtheilung seiner biquadralischen Reste bewiesene merkwürdige Satz. 
Bemerkenswerth ist die Form, in welcher er hier auftritt, da eine primäre 
Primzahl in Bezug auf ihre conjugirte Primzahl als Modul bestimmt wird; man 
kann ihm leicht die gewöhnliche Form geben, wenn man auf beiden Sei- 


ten mil 0° multiplieirt; dies giebt m”, d.h. (a — bi)’ = T'.(a— bi) (mod.p). 


also « —b’==al' und 2ab = bI' (mod. p), folglich, wenn 5 von Null ver- 
schieden ist, 2« = I’ (mod.p), wie bei @aufs. Da m primär ist so hat man 
a1 oder = —1 (mod.4), je nachdem p=1 oder =5 (mod.8). Ich 


will hiermit nur ein ganz neues Prineip zum Beweise solcher Sätze andeuten 

und überlasse einer späteren Gelegenheit die weitere Ausführung, welche sich 

an eine allgemeinere Belrachlung der am Anfang erwähnten Classe elliptischer 

Funclionen anschlielst. Ich bemerke noch, dafs, wenn man auch die anderen 
1 


a 1 0Yy ’ . 4u R 
CGoöflicienten von ie 7 betrachten will, allgemein a F — dem Co&f- 
Mm OX ı 


+1 


ficienten von x*“ in (1— x*):P=" (mod. m) gefunden wird; hierdurch wird 
€,..' In Bezug auf den Modul »=° bestimmt. Man könnte noch weiter gehen 
und den allgemeinen Coefliecienten der Reihe 2& auch in Bezug auf m’ und 
höhere Potenzen von »r als Moduln bestimmen. 

9) Dafs der Nenner go des allgemeinen Coefficienten e,,;, in der Form 


A 
—/'\ın) keine andern complexen Primfactoren enthält, als solche, deren Norm 
() u 


4-1 ist, sieht man auch auf folgende, mehr elementare Weise ein, 
ohne den Satz über die gröflste Anzahl der Wurzeln einer Congruenz und 
ohne die Voraussetzung, dafs die Coöfficienten von U und V ganze Zahlen 
sind. und dafs FW mit 1 anfängt, zu Hülfe zu nehmen. Aus der Art und 
Weise. wie die Potenzen einer gegebenen Reihe und die durch Umkehrung 
entstehende Reihe gebildet werden, geht hervor, dafs mit Beibehaltung der 
Bezeichnung in (2.), die Coöflieienten PU),. Ps, »..- bis P},. für jeden 


ganzen positiven Werth von vr, und die Coöflieienten Y5, %0> - +». Dis Z4,;, in 


Rücksicht der Primfactoren keine anderen Nenner enthalten können, als solche, 
> 


4,1 vorkommen. Es folgt dies aus einer wiederholten 


j 


die schon in P;, os »»»- 


’ 


Anwendung des Satzes, dafs die Summe und das Product zweier Brüche in ihrem 
Nenner nur solche Primfactoren enthalten können, welche schon in den Nennern 
der beiden gegebenen Brüche aufgehen; denn für jede Reihe von der Form 


= za ße -t.... {22° in. inf.*) 





*) Wenn die erste Potenz von ‚x einen von 1 verschiedenen Coefficienten hat, so 
tritt dieser oder doch sein Zähler bei der Umkehrung der Reihe noch als Nenner hinzu. 
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sind alle in der Entwicklung von © bis zu dem Gliede mit «”'’ und alle in 
der umgekehrten Reihe für x nach ? bis zu dem Gliede mit 7" enthaltenen 
Coöfficienten ganze ganzzahlige Functionen der A Gröfsen @, P» .... 2. 
welche in der ursprünglichen Reihe bis zum Gliede mit =" als Coöffieienten 
vorkommen, und wenn die letzteren als rational vorausgeselzt werden, so kann 
jeder Primfactor im Nenner des Werthes einer solchen Function nur aus den 
Nennern der ursprünglichen Elemente «, 9, .... 4 entspringen, welche man 
als auf ihre kleinste Benennung gebracht annehmen darf. Für den hier vor- 


liegenden Fall ist also, in Rücksicht auf die Bildungsweise von e,,., in 2). 


“ . . . » . . Ban E OX . 
nur zu zeigen, dafs die Coölfieienten der Reihe für -/ bis zu 
® } — LU 
0 


"incl. als notwendigen Nenner, d.h. als einen solchen, 


dem Gliede mit =“ 


der sich nicht fortheben lälst, keinen complexen Primfactor enthalten können, 


dessen Norm > 4u--1 ist, d.h. keine reelle positive Primzahl 1 (mod. 4). 
welche > Au--1 und keine reelle positive Primzahl == 3 (mod. 4), deren 


Quadrat > Au--1 ist. Aus der Form des allgemeinen Coöfficienten 











o __.1.3.59....@a—lD) 1 ns A 3 
Mau 2.4.6....2u 4ut+l  (2.3....2u) Aut 
ar (2u)! 1 Er; 


2°4 (u!)” Au-+1 
ist schon beim blofsen Anblick ersichtlich, dafs derselbe überhaupt keinen Divi- 
sor —4u--1 im Nenner enthält. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dafs 
der Ausdruck ./ auch keine Primzahl = 3 (mod. 4), deren Quadrat > Au--1 
ist, als nothwendigen Nenner enthält. Es läfst sich nun leicht untersuchen, wie 
oft örgend eine Primzahl g, d.h. in einer wie hohen Potenz sie im Zähler 
und im Nenner von ./ enthalten ist. Nach einem schon von Legendre ange- 
wandten Prineipe enthält das Product 1.2.3 ....x resp. eine Anzahl von 


EC); E(7z), E(77); etc. Zahlen, welche respective durch g, g', g', ete. 


theilbar sind, wo allgemein K&(w) die gröfste in « enthaltene ganze Zahl be- 
deutet, und es ist daher der Exponent der höchsten in jenem Producte auf- 


> — ElIZ\ıLEIZ\ UF ae an la 
gehenden Potenz von 9, —E(7) | E(7z)- K(7;) etc. Setzt man zu 
(2u)! 


ı)! 
erst z—2u, dann z= u, um den Factor (any? von 4 zu untersuchen, so 


zeigt sich, dafs die Differenz 
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ne) E@)4 neh) 
2E()—2E(F)—2E(5)— 


je nachdem sie posiliv oder negaliv ist, anzeigt, wie oft g respective im Zähler 
an (2u)! ) 

oder im Nenner von ai nach allen Reductionen verbleibt. Jene Differenz, welche 

| ) 

d bezeichnen mag, ist aber nie negaliv, weil allgemein K(2u) = 2E(u). 

und zwar kann die Differenz #(2u) — 2E(u) überhaupt nur die beiden Werthe 

0 oder 1 haben: denn seizt man u= E(uw)+r, wo 0=r<i1, so folgt 

2u—R2E(u)--?2r; entweder ist nun 2r auch noch <1, wenn r <4, und 

dann hat man Ki2u) = 2KE(u), oder es ist ?r —1 aber noch <72, wenn 

‘rl, und dann hat man E(2u) =2E(w)-+1*). Da der Werth von 

nur positiv oder Null sein kann, und zwar für jede beliebige Primzahl 4, 

we af (u)! . . ’ 

so geht hervor, dafs, wie auch sonst bekannt, ung einer ganzen Zahl M 
U.) u 

gleich ist; diese geht durch y° und keine höhere Potenz von y auf, und es 


7 l 


kann S= 5'777 aulser der Primzahl 2 nur Theiler von 4u«--1 als noth- 


? «+1 
wendige Primlactoren des Nenners enthalten. Da also die Nichttheiler von 
lu-- I hierdurch beseitigt sind, so sei g Theiler von 4u +1 und 4u--1=g.A. 
Wenn aufserdem 4° >> 4u--1 vorausgeselzt wird, so ist k <q, also geht y 
nur in der ersten und keiner höheren Potenz in 4u«--1 auf, und 4 kann da- 
her sicher fortgehoben werden, wenn nur mindestens d=1 und nicht = 


ist. Unter pi Vorausselzung g° > 4u-- 1 besteht ferner Ö nur aus den beiden 





Gliedern E(= 2 2 ( ): weil dann «a fortiori: Qu < <y ist und somit alle 


folgenden Glieder verschwinden; hier kann also d nur die beiden Werthe O0 
oder 1 haben, und zwar ist d=0 oder —=1, je nachdem der Rest von 

(mod.gy) unter oder über }4 liegt; nach diesen beiden Fällen wird also y 
im Nenner von ./ verbleiben oder n2cht verbleiben; nun findet gerade der erste 
oder zweile dieser beiden Fälle Statt, je nachdem 4 =1 oder == 3 (mod.4) ist. 
Denn erstlich für y==1 (mod. 4) folgt aus 4u+1==gA%, dafs auch k=1 (mod. 4); 


f 


selzt man also y= 44-1, k=4l--1, so erhält man ze = L(gk—1) = gl--ı, 


1 
4 \ 
3 (mod. 4) ist auch 


wo der Rest 4 sogar < Hty ist. Zweitens für = 


") Ganfs hat dies bei seinem dritten Beweise des quadratischen Fundamentaltheorems 
angewendet 








TU 
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k—=3 (mod. 4), also wenn man y = 44-3. k— 4-3 setzt. so folel 


u—=4{(gk—1) = ql-+-3h- 2, wo der Rest 3h- 2 4g ist. Aus diesem 
Allen geht hervor, dafs unter sämmtlichen Primzahlen, deren Quadrat 4-1 


ist, nur diejenigen im Nenner von ./ nothwendiger Weise zurückbleiben, 
welche in Awu--1 aufgehen und zugleich von der Form 44--1 sind. Diese 
bleiben aber auch wirklich nach allen Reduclionen zurück und aufser ihnen 
nur Primzahlen, welche die Quadratwurzel aus 44--1 nicht übersteigen. Da 
in jeder Zahl höchstens ene Primzahl aufgehen kann, welche ihre Quadrat- 
wurzel übersteigt, so ist es besser, dieses Resultat so auszusprechen: Wenn 
4u--1 einen ihre Quadratwurzei übersteigenden Primfactor enthält, so bleib! 
dieser im Nenner von 4, oder er hebt sich fort, je nachdem er von der Form 
4h--1 oder Ah--3 ist. 


(Die Fortsetzung folgt im nächsten Hleftt. ) 
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20. 
Lehrsätze. 


(Von Herrn Dr. G. Eisenstein zu Berlin.) 





I. Uber die Darstellung einer Zahl durch eine ungerade Menge 
von Quadraten. 


Die Anzahl der Darstellungen einer Zahl durch eine gerade Menge 
von (Quadraten steht bekanntlich in einem merkwürdigen Zusammenhange, 
wenigstens für 2, 4. 6. 8 und zum Theil noch für 10 Quadrate, mit den 
Potenzsummen der Factoren der zu zerlegenden Zahl. Eine ganz andere 
Reihe von Sätzen entspricht den Zerlegungen in eine ungerade Menge von 
Quadraten; die letzteren Sätze beobachten ebenfalls eine eigenthümliche Ana- 
logie untereinander; für 3 und 5 Quadrate habe ich dieselben schon zusam- 
mengestellt; für 7 Quadrate finde ich, wenn %(m) die Anzahl der Lösungen 


der Gleichung 2?—+- 2; -+ .... +27 = m bezeichnet: 
es Ä 2 ur 
m ‘ (mod.8),. x(m) = — 16.37.23 Ju .„ u<Jsm, 
’ “ ar Jı.2yf A of u ,) m 
m = 3(mod.S),. x(m) = 8.35. a — 22 )W u< An, 


JEN: . er ’ f 
x(#) ist hier das, was Dirichlet mit A—B bezeichnet. 
ı 


2 ' u Ku—nf ‚ 
nm = 5(mod.8), x(m) = R8.F8(— 1)“ VE )u(2m— u), 
u ungerade und << m, 
/ „Ye! 2) u ») / ? 

(m) — — 28.2(1(E)(m’ — Au ), 
u gerade und ungerade aber <— 4m. 
m | (mod.S) giebt dasselbe, wie »==5 (mod. 8), nur ist bei der zweiten 
Darstellung von (m) nicht —2S, sondern -—- 28 der Factor von 8. Die 

Zahl rn wird ohne quadratischen Theiler angenommen. 

Die Analogie der Sätze für 3, 5 und 7 Quadrate tritt z. B. an fol- 
oenden speciellen Fällen recht deutlich hervor: Für eine Primzahl p von der 
Form Sn--3 ist die Anzahl der Darstellungen durch 3 Quadrate gleich der 
Sfachen Differenz zwischen der Anzahl der quadratischen Reste (mod. p) und 
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der Anzahl der Nichtreste, welche unter 4p liegen; für eine Primzahl » von 
der Form 8n--1, respective 8n--5, ist die Anzahl der Darstellungen durch 
5 Quadrate gleich der —80 respective — 112fachen Differenz zwischen der 
Summe der Reste und der Summe der Nichtreste unter 49; für eine Prim- 
zahl py—=8n-+7 ist die Anzahl der Darstellungen durch 7 Quadrate oleich 
der —592fachen Differenz zwischen der Summe der Quadrate der Reste und 
der Quadrate der Nichtreste unter 4p; so dafs, wenn AR die quadratischen 
Reste, N die Nichtreste unter 4p» repräsentirt, die eine Formel ER’ — IN 
den Darstellungen durch 3, 5 oder 7 Quadrate entspricht, je nachdem s— 0. 
I oder 2 gesetzt wird. 

Für die Darstellungen durch 9 Quadrate scheinen keine ähnlichen Sätze 


von gleicher Einfachheit Statt zu finden. 


2. Über die Entwicklungs -Coefficienten der Potenzen 
unendlicher Reihen. 


Die Coälficienten der negativen Potenzen einer nach Potenzen einer 
Variabeln fortschreitenden Reihe lassen sich stets dnear in die Coöificienten 
der positiven Potenzen ausdrücken. Es sei z. B. 

R = 1+427r+092°+62°- in. inf. 
die vorgelegte Reihe, und man setze für irgend eine Potenz von R all- 
gemein 


! 
I 


EEE | lu) M (u) 2 _|_ (U) 3 ns 
R—=- 1 He Poit®r-+...., 
. . « . » . | . , 
so sind die Coöllicienten von die folgende: 
1. —c. eD—-35, +4? — 66,, 6° — 965” + 100? — 10e,, u. s. w. 


» . r . . . . 1 | 
Auf ähnliche Weise werden die Coöfficienten von Br SW. bestimmt. 


Setzt man eR —y, so können hiernach auch die Coöfficienten der Reihen. 
durch welche & und Potenzen von x nach Potenzen von y entwickelt wer- 
den, linear in die Coöfficienten der positiven Potenzen von R ausgedrückt 








werden. Wenn «, P, %, »... 4 beliebige Gröfsen sind, deren Anzahl — n, 
so hat man 
ei ei 
(e — P)(a— 7) ....(e—A) en et 
ec) 


== 6, 





et d—e)(A—P)....(A — x) 
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Durch diese Sätze ist unter anderen ein Mittel gegeben, Gröfsen dar- 


zustellen, welche als Entwicklungs-Coöfflicienten von negativen Potenzen ge- 
wisser Reihen gegeben werden, wenn die positiven Potenzen dieser Reihen 
ein einfaches Geselz befolgen. Hierdurch kann man z. B. in sehr allgemeiner 
Form ein independentes Gesetz der Bernoulls’schen Zahlen und der soge- 
nannten Secanten-Coefficienten aulstellen. 


3. Über irreductible Congruenzen. 

Wenn nach der Bezeichnung von Schoenemann f(x) ==0 (mod. p) 
eine irreductible Congruenz nten Grades, und « eine Wurzel der Gleichung 
fix) == 0 bedeutet. so lälst sich immer ein geergneter Ausdruck $ von « 
finden. von der Art, dafs jeder Ausdruck von der Form 


(1) +-aa+ma+....+a,_,e"" (mod.p, ce), 
dessen Coöfficienten @,. @,, .... ganze Zahlen sind, auf eine und nur eine 
Weise auf die Form 
2) bP+5PP+b,PP- ....+6,_,ßP"" (mod.p, eo) 

gebracht werden kann, wo die Co6fficienten d,, d,, .... ebenfalls ganze Zahlen 
sind. Läfst man dann in (2.) alle Coöfficienten die Werthe 0, 1.2.....p—1 
durchlaufen, so constituiren die daraus hervorgehenden »” Zahlen von der Form (2.) 
ein vollständiges Restensystem (mod. p, «). — Ist » eine primitive nte Wurzel 
der Einheit, und setzt man e-+ war oa’... 4 werd" — (A), so 


ist das Product p(A)p(A)y(A”).... == einem von « unabhängigen Ausdrucke, 
jedesmal, wenn die Summe der Exponenten A--4# +4’ --.... durch r theilbar ist. 
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21. 
Uber Sparcassen. 


(Vom Herausgeber.) *) 





1. 

8 narcassen, welche auch kleinere Einlagen annehmen und sie mit Zins 
und Zins vom Zinse zurückgeben, sind offenbar, besonders für den ärmeren 
und ärmsten Theil der Staatsgenossen eben so nützlich und wichtig, als nölhig. 
Der, dessen Ersparnisse grölser sind, kann dieselben auch noch auf andere 
Weise auf Zinsen austhun und vielleicht höhere Zinsen daraus erzielen, als 
die Sparcasse zu gewähren im Stande ist. Kleine Ersparnisse dagegen lassen 
sich ohne Hülfe einer Sparcasse nicht verzinslich machen und bleiben also, 
ohne Sparcassen, gegen grölsere in noch stärkerem Verhältnifs als dem ihres 
Betrages im Nachtheil. 

Auch sind Sparcassen eines der wahren und rechten Mittel, den Armen 

helfen und die Armulh zu mindern. Die richtigen Mittel sind nemlich die, 
welche den Bedürfligen die Wege öffnen und erleichtern, auf welchen sie. 
Niemand sonst schadend, sch selbst helfen können. Insbesondere sind es die. 
welche ihnen, aufser sachlich (materiell), auch sif/lieh (moralisch) nützen; und 
das letztere geschieht eben, wenn sie auf den Gebrauch und die Anstrengung 
ihrer eigenen Krälte sie führen. Was über diese Mittel hinausgeht, z. B. Almosen., 
auf welche überhaupt immer nur Der Anspruch hat, der nicht im Besitz seiner 
vollen Kräfte ist, oder ein Arbeitslohn, der den Werth der Arbeit übersteigt 
und der also ebenfalls nichts anders ist, als ein Geschenk, mögen für den Au- 
senblick dem Empfänger sachlich nützen: aber silfheh nützen sie ihm nicht, 
sondern schaden ihm und, durch Rückwirkung, für die Folge auch sachlich. 
Jede Hülfe, die dem arbeilsfähigen Armen ohne Anstrengung seiner eignen 
Kräfte gegeben wird, ist Eiwas, was Der, welcher seine eigenen Kräfte zu 
benutzen vorzieht, ablehnen wird, während ihre Wirkung an Dem, welcher sie 


sich mag gefallen lassen, meistens zu seinem eigenen Nachtheil, verloren geht. 





*) Diese Abhandlung ist zwar nicht für das Mathematische Journal insbesondere 
bestimmt, sondern vielmehr für das Publicum überhaupt: sie dürfte indessen auch hier 
wohl an ihrem Orte sein, weil zur Begründung auch mathematische Rechnungen nöthig 
waren und also die Leser dieses Journals insbesondere geeignet und berufen sein dürften, 
den Gegenstand und den Zweck der Abhandlung fördern zu helfen. 
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Da nun Sparcassen, möglichst vortheilhaft eingerichtet, recht wesentlich 
geeignet sind, den Ärmeren auf die möglichste Anstrengung seiner Kräfte 
hinzuleiten, während er durch das Sparen zugleich von vermeidbaren Aus- 
gaben abgehalten und ihm also so doppelt, nemlich auch sittlich genutzt wird, so 
ist es gewils sehr zu wünschen, dafs die Sparcassen wirklich möglichst vor- 
theilhaft für die Sparenden angeordnet werden möchten; nemlich so, dafs aller 
Gewinn, der sich aus den Ersparnissen möglicherweise erzielen läfst, den 
Sparenden, ohne Abzug und auf die ihnen leichteste und zugänglichste Weise, 
zu Theil werde. Die möglichste Vervollkommnung der Sparcassen würde ein 
Vorschritt in der Lösung der grofsen, so unendlich wichtigen Aufgabe sein, 
die Armuth zu mindern: einer Aufgabe, deren Lösung bis jetzt leider! noch 
sehr im Rückstande ist, und die nur zu oft verfehlt wurde, wenn sie gleich, im 
Vorbeigehen bemerkt, sogar im weitesten Umfange, nicht unmöglich sein dürfte. 

2. 

Die vorhandenen Sparcassen, so nützlich und dankeswerth sie auch 
schon aus den obigen Gründen sind, erfüllen ihren Zweck keinesweges voll- 
ständig, und bei weitem nicht in dem Maafse, wie es wirklich möglich wäre: 
aus folgenden Gründen. 

Erstlich. Sie sind gar nicht &ın Stunde, die vollen Zinsen, welche 
sich aus den Einlagen, nach Abzug der unvermeidlichsten Verwaltungskosten, 
erzielen lassen, den Sparenden zu berechnen und zukommen zu lassen; be- 
sonders deshalb nicht, weil sie nothwendig einen namhaften Theil der Ein- 
lagen zinslos zurück- und zu den beständigen Rückzahlungen bereithalten müssen; 
was schon Das, was nach Jahren am Ende der Sparende erzielt hat, noth- 
wendig in dem Verhältnifs des zinslos Zurückbehaltenen zum Ganzen ver- 
mindert. Mufs z. B. Einviertel der Einlagen zu Rückzahlungen zinslos zurück- 
behalten werden, so verliert der Sparende den gleichen Theil an Dem, was 
ihm sonst gewährt werden könnte. 

Zweitens erfordern viele einzelne Sparcassen zusammen offenbar mehr 
Verwaltungskosten, als für eine einzelne gröfsere, oder für eine einzige grofse 
Sparcasse nöthig sein würden. Die mehreren Verwaltungskosten vermindern 
aber wiederum Das, was der Sparende erzielt. Und mehr, als was nach 
Abzug der Verwaltungskesten und des Verlusts der Zinsen desjenigen Theils 
der Einlagen, der zu den Rückzahlungen innebehalten werden mufs, von dem 
irtrage sicherer Zinsen übrig bleibt, vermag keine Sparcasse, wenn sie auch 
auf keinen Gewinn der Unternehmer rechnet, den Sparenden zu gewähren. 
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Sie kann ihnen, beim besten Willen, nicht den mit Sicherheit zu erzielenden 
vollen Zinsfufs der vollen Einlage berechnen, sondern immer nur einen ge- 
ringeren Zinsfufs. Gewähren Sparcassen den vollen, oder gar einen höhern 
Zins, so können sie entweder nicht bestehen und die Einlagen selbst kommen 
in Gefahr, oder die Inhaber der Casse müssen aus andern Mitteln zuschiefsen: 
und das ist dann ein Alimosen; aber am unrechten Orte: denn die unentgelt- 
liche Gabe gehört nicht Denen, die noch sparen können, sondern Denen, die 
es nzcht mehr im Stande sind. Was so den Armen gegeben wird, wird 
den Ärmern und Ärmsten entzogen. 

Drittens können kleine Sparcassen ihre kleineren Summen auf weniger 
mannichfache Weise, also weniger vortheilhaft zinstragend anlegen, als es 
eine grolse Casse mit gröfseren Summen vermag. Am wenigsten können sie, 
weil sie einen möglichst hohen Zins zu erlangen suchen müssen, auch noch 
durch Ausleihen den Bedürftigen und Verschuldeten aufhelfen. 

Viertens ist jede Vereinssparcasse um so weniger sicher, je kleiner 
sie ist; nur grofse Vereine können Wechselfälle ohne fühlbaren Schaden der 
Theilnehmer ertragen. 

Fünftens sind die jetzigen Spareassen für die Theilnehmer wenig be- 
quem: dadurch, dafs die Einlage und die Rücknahme bei der Casse selbst, 
persönlich, oder doch durch Beauftragte geschehen mufs; was oft weite Gänge 
erfordert und manche Wartezeit wegnimmt. Für alle Die, welche nicht an 
dem Orte selbst wohnen, wo die Sparcasse sich befindet, ist die Unbequem- 
lichkeit noch gröfser; und für entfernter Wohnende ist die Casse beinahe un- 
benutzbar. Gar Viele aber hält die Unbequemlichkeit, so wie noch mehr, 
wenn sie in dem Sparcassenbuch sich nennen müssen, oder nennen zu müssen 
glauben, ganz vom Sparen ab, statt dafs die Casse sie dazu zu ermuntern 


bestimmt ist. 
3. 


Einige dieser Unvollkommenheiten der jetzigen Sparcassen würden schon 
vermieden werden, wenn etwa eine Gesellschaft, die möglichst wenig oder 
gar nicht auf eigentlichen Gewinn rechnete (auch etwa wegen des eigenen 
Vortheils, den immer am Ende in weiterem Sinne der Besitz erzielt, wenn 
er die Armuth mindern hilft) eine einzige grofse Sparcasse errichtete, statt 
der Sparbücher auf den Inhaber lautende Sparscheine durch Beauftragte an 
recht vielen Orten ausgeben und durch dieselben wieder die verlangten Rück- 


zahlungen leisten liefse, also so gleichsam ihre Scheine in freien Umlauf 
25 * 
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seizte. Diese Casse würde wahrscheinlich zu Rückzahlungen schon mit einem 
veringeren zinslos zurückzubehaltenden Theile der Einlagen auskommen; sie 
würde aus den gröfsern Summen einen höhern Zinsfufs zu erzielen vermögen; 
die Verwaltungskosten würden geringer, die Einlagen würden gesicherter sein 
und für die Sparenden wäre der blofse Ankauf der umlaufenden Scheine sehr 
bequem; auch würde die Theilnahme an der Sparcasse für Jeden, selbst für 
den entfernt Wohnenden. viel leichter sein. 

Aber einestheils würde es der Unternehmung doch immer nur auf eine 
sehr beschränkte und durch die vielen Beauftragten kostspielige Weise möglich 
sein, die Scheine in wirklichen Umlauf zu setzen; die Verwaltungskosten 
würden immer noch bedeutend sein, und anderntheils könnte auch die Gesell- 
schaft. selbst beim besten Willen, einen Gewinn für sich selbst nicht wohl 
ganz aufgeben. Denn sie müfste nolhwendig eine den Einlagen. also der 
Summe der ausgegebenen Scheine gleiche Summe als Pfund niederlegen: 
und wenn dies gleich auch durch zinstragende sichere Papiere geschehen könnte, 
deren Zinsen den Eigenthümern verblieben, so ist es doch immer ein Opfer, 
wenn Jemand seinen Besitz auf diese Weise bindet und die Benutzung etwa 
zufällig sich ergebender Gelegenheiten, sein Geld höher auszubringen, sich 
abschneidet. Für ein solches Opfer kommt ihm billigerweise eine Entschädigung 
zu. und diese geht dann wieder von Dem, was den Sparenden zu gewähren 
ist. ab. Diese andere Einrichtung der Spar-Anslalten würde also noch immer 
nicht vollständig ihren Zweck erreichen. 

Die Unternehmung einer allgemeinen Sparcasse durch Pfandzusammen- 
Ievende (durch Actionnairs), welche wesentlich auf Gewinn rechnen, würde 
oänzlich zu verwerfen sein; denn sie wäre offenbar dem wesentlichen Zweck 
der Sparcassen, nemlich demjenigen, für die Ärmeren das Sparen so vortheil- 
haft als möglich zu machen, gradezu entgegen. 

4. 

Möglichst vollständig wird sich der so wichtige Zweck und Nutzen der 
Sparcassen nur auf folgende, übrigens sehr einfache Weise erreichen lassen. 

Der Staat selbst nemlich, die Regierung, gebe Sparscheine, etwa auf 
50 Thaler, 5 Thaler und (damit um so besser die Ärmeren daran Theil nehmen 
können) auch auf I Thaler lautend, aus. Auf den Scheinen selbst stehe ge- 
druckt, wie durch den Zins und den Zins vom Zinse ihr Werth von Aalben 
zu halben Jahren steigt. (Alle Zinszahlungen kommen nemlich nicht jährlich. 


sondern halbjährlich zur Berechnung). 
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Die Ausgabe der Scheine geschehe dadurch, dafs die Nraatscassen 
von allen Zahlungen. welche sie zu machen haben. einen verhältnifsmäfsigen 
Theil (der gar nicht grofls nöthig sein wird) in Sparscheinen leisten: des- 
gleichen dadurch, dafs die Sparscheine aufserdem in allen dazu geeigneten. 
besonders den kleineren, im Lande zerstreuten Cassen für den darauf ver- 
zeichneten Werth für Jedermann zu haben sind. 

Der Staat nehme darauf, eben so, in allen Cassen Sparscheine für 
einen bestimmten Theil aller Zahlungen, welche an die Cassen zu machen 
sind. jederzeit nach ihrem vollen Werth auch wieder an. Auf diese Weise 
werden sie, ganz wie jelzt die unverzenslichen Cassenscheine, in freien und 
allgemeinen Umlauf kommen, und Jeder, der Erspartes anlegen will, wird 
dafür Sparscheine, auch ohne sie von einer Casse zu holen, oder auf die 
Zahlung einer Gasse warten zu dürfen, schon im gewöhnlichen Verkehr er- 
langen können; andrerseils aber, wenn er das Ersparte angreifen mufls, eben 
so wieder im gewöhnlichen Verkehr die Scheine auch ausgeben können; so 
dafs keine besondere Kinlösungscasse und kein Zurückbehalten eines Theils 
der Einlagen zu Rückzahlungen nöthig ist. 

Der Verkauf‘ der Scheine in den Cassen mülste jedoch immer nur 
etwa je in den ersten 14 Tagen nach den balbjährigen Zeitpuncten, in welchen 
der Werth der Scheine steigt, Statt finden, damit nicht etwa Jemand, der 
kurz nach einem dieser Zeitpuncte eine Zahlung zu machen hat, kurz vorher 
Sparscheine dazu aus der Casse kaufen könne, um sie wenige Tage später 
für ihren höhern Werth wieder auszugeben. Wer so Etwas beabsichtigt, 
könnte dann freilich Scheine auch noch sonst wo aufzukaufen suchen; aber 
jeder Besitzer von Scheinen wird sich auch wohl vorsehen, wo möglich nicht 
vor, sondern ersi nach dem Zeitpuncle des Sleigens zu verkaufen. 

Dafs Sparscheine in die Staalscassen zurückfliefsen, würde nicht aus- 
bleiben, besonders im Anfange; aber da ihre mannichfachen Vortheile für die 
Sparenden offenbar sind, so kann und wird immer am Ende der Erfolg der 
sein, dafs die Sparenden Das, was sie jetzt in den vorhandenen Sparcassen 
angelegt haben, so wie Das, was sie sonst ferner anlegen möchten, und so- 
gar, wegen der Bequemlichkeit und gröfsern Vortheile, noch mehr, in Spar- 
scheine umsetzen und dieselben möglichst lange an sich behalten werden. 
Also mindestens eben so viel, als jetzt in die Sparcassen niedergelegt ist. 
wird bald necht mehr in die Staatscassen zurückfliefsen, sondern in den Händen 
der Sparenden auf eine Reihe von Jahren verbleiben. Was etwa von Zeil 
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zu Zeit dennoch in die Staatscassen zurückfliefst, belästigt diese übrigens nie, 
da sie es immer wieder ausgeben, bis es in die Hände Derer kommt, die es 
aufbewahren wollen. 

Der Sparende hat, wenn die Einrichtung vorhanden ist, weiter gar 
nichts zu thun, als die Scheine über sein Erspartes, statt des jeizigen Spar- 
cassenbuchs, aufzubewahren; und wenn der Ärmere Einthalerscheine aufbe- 
wahrt, so kann er auch, falls er das Ersparte angreifen mufs, ohne alle Mühe, 
ohne alle Gänge und Warten beim Abschreiben in einem Sparcassenbuch, von 
seinem Ersparnifs wiederum Theile, bis zu Einem Thaler hinunter, in Geld 
verwandeln. 

In der Berliner Sparcasse sind etwa 1 Million Thaler niedergelegt. 
Da nun Berlin, der Einwohnerzahl nach, noch nicht der 40te Theil des Preufsischen 
Staats ist, so dürfte es nicht zu viel, vielleicht selbst dee werten noch nicht 
genug sein, wenn der Preufsische Staat für 10 Millionen Thaler Sparscheine 
in Umlauf setzte. Wir nehmen dies für den Anfuny an; und zwar, dafs es 
allınälig geschehe, etwa innerhalb 5 Jahren, in jedem halben Jahre 1 Million; 
wovon jedesmal Zweizehntel in Funfzigthalerscheinen, Dreizehntel in Fünf- 
thalerscheinen und die Hälfte in Einthalerscheinen bestehen mag. 

d. 

Die Verwaltung dieser Spar- Anstalt werde einer durchaus abgeson- 
derten. ausschliefslich für sie bestimmten Behörde übertragen, welche den Namen 
Sparbank führen mag; die ausgegebenen Sparscheine mögen Spurbankscheine 
heifsen. Der Name ist nicht ganz gleichgültig. Das Wort Bank hat in der 
orofsen Masse ein gewisses Vertrauen. Wesentlich aber ist es, dafs die 
Sparbank durchaus von aller andern Geldverwaltung getrennt sei und zunächst 
den bestimmten Zweck habe, das Sparen so vortheilhaft zu machen, als es 
nur irgend möglich ist. Der Staat wird übrigens, wenn er auch auf diese 
Weise keinen unmittelbaren Gewinn aus der Bank zieht, dennoch mitielbaren 
Gewinn genug davon haben. Es werden für ihn schon die Ausgaben, die er 
nur zu oft an die Armuth auf diese oder jene Weise machen mufs, sich ver- 
mindern; und dann wird er noch den mittelbaren grofsen Gewinn haben, der 
aus der Erleichterung und sittllichen Besserung der Armen entsteht. 

6. 

Es wäre vielleicht zunächst hier nöthig, die verschiedenen Bedenken 
zu erwägen und zu heben, die sich gegen die Sparbank aufstellen lassen: 
z.B., dafs die wenig besitzenden Sparer doch mitunter Schwierigkeiten haben 
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möchten, für ihre Sparscheine ohne Verlust baar Geld zu erlangen: dafs die 
Sparscheine an die Börse kommen und einem schwankenden Preise verfallen 
dürften: dafs vielleicht die Bemittelteren und Reichen, oder auch die Geld- 
händler und Andere, welche für ihr Geschäft stets bedeutende Summen in 
Vorrath haben müssen, die Sparscheine aufkaufen und nichts davon den Armen 
übrig lassen möchten u. s. w. Diese Bedenken lassen sich aber erst weiter 
unten, nachdem die vollständige Beschreibung der Zwecke und der Wirk- 
samkeit der Bank gegeben sein wird, prüfen, und erst da läfst sich angeben, 
wie und durch welche etwa zusätzliche Anordnungen die Bedenken gehoben 
werden dürften. Wir verweisen also deshalb auf ($. 19.) weiter unten. 
® 

Zunächst werde hier nur noch bemerkt, dafs auch selbst den Aller- 
ärmsten, welche nicht Einen Thaler auf einmal sparen können, sondern viel- 
mehr nur einige, oder einen Silbergroschen auf einmal, die Theilnahme an 
der Spar-Anstalt keinesweges abgeschnitten ist. Sie dürfen entweder nur 
selbst sammeln, bis sie Einen Thaler beisammen haben, oder ihre Silbergroschen 
einem sichern Manne, auf dem Lande etwa dem Prediger, dem Schulzen u. s. w., 
in den Städten den kleinen Sammlungscassen anvertrauen, die sie ihnen auf- 
bewahren, bis der Thaler beisammen ist; wofür ihnen dann der Sammler einen 
Schein kauft und ihnen denselben ferner aufhebt, oder ihn dem Sparer zur 
eigenen Aufbewahrung überliefert. 

3 

Die Summe baaren Geldes, oder anderer umlaufender vollwerthiger 
Zahlmittel, welche die Staatscassen beim Ausgeben der Sparscheine statt des 
Werths derselben ennebehalten, müssen nun alle diese Cassen der Bank aus- 
liefern, damit dieselbe die Zinsen dafür auf folgende verschiedene Arten ein- 
ziehe und aufhäufe. 

Das nächste, einfachste und immer offenstehende Mittel für die Bank, 
die Zinsen zu gewinnen, ist, dafs sie für das von den Staatscassen ihr über- 
lieferte Geld Stuatsschuldscheine ankauft, die Zinsen dafür sich halbjährlich 
auszahlen läfst, für diese Zinsen wieder Staatsschuldscheine kauft u. s. w. So 
häuft sie auf die einfachste Weise, fast ohne alle Mühe und ohne Wagnifs, 
den steigenden Werth der Sparpapiere auf und kann, wenn es verlangt wird, 
die Scheine auch baar einlösen; was aber in einer langen Reihe von Jahren 
nicht einmal und nicht eher wesentlich vorkommen wird, ehe nicht durch die 
Anhäufung der Zinsen der Werth der ausgegebenen Sparscheine über die- 
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jenige Summe hinaus gestiegen ist, die den Sparenden genügt; denn da die 
Papiere in [reiem Umlauf bleiben und jede Staatscasse zu ihrem vollen Werthe 
sie annimmt, so brauchen sich die Sparenden wegen der Einlösung gar nicht 
einmal an die Bank zu wenden. Dies ist erst dann nölhig, wenn zu viele 
Sparscheine in die Sltaalscassen zurückzufliefsen anfangen; was dann das Zeichen 
ist, dals der gesliegene Werth der Sparscheine das Bedürfnifs der Sparenden 
übertrifft. Dann kommt die Einlösung an die Bank; aber auch nur die Ein- 
lösung des Überschusses über das Bedürfnifs; denn das Bedürfnifs bleibt ferner. 
9. 

Wenn die Bank so nach ($. 8.) verfährt, so geschieht durch das 
Ausgeben der Sparscheine nichts Anderes, als dafs allmälig eine dem steigenden 
\Werthe der Sparscheine gleiche Preissumme von Staatsschuldscheinen aufser 
Urnlauf und statt ihrer Sparscheine ?n Umlauf geselzt werden. Die Spar- 
scheine könnten, wenn es nölhig wäre, wie schon bemerkt, jeden Augenblick 
auch wieder eingelöset werden, dadurch, dafs man statt ihrer wieder die 
zurückgelegten Slaatsschuldscheine in Umlauf brächte. Es geschieht nichts 
weiter, als dals eine gewisse Summe von verzinslichen Staatsschuldscheinen 
in verzinsliche Sparbankscheine verwandelt wird; und zwar mit der Wirkung, 
dals die Zinsen der Staalsschuldscheine, welche die Besitzer derselben empfingen, 
nachdem Diesen der Preis der Scheine bezahlt worden, nun für die Sparenden 
benutzt werden. 

Hieraus folgt, dals die Ausgabe der Sparbankscheine durchaus nicht 
elwa eine neue Anleihe oder eine Vermehrung der Staatsschuld sein würde. 
:s bedürfen also auch die Sparbankscheine keines neuen Pfandes. Die Staats- 
schuldscheine, welche in die Hände der Bank kommen, send das Pfand für 
den Werth der Sparscheine; und diese Slaalsschuldscheine sind ihrerseits auf 
Pfand gegründet. 

10. 

Aus dem der Bank zmmer offenbleibenden sichern Mittel. die Zinsen 
für die Sparbankscheine zu gewinnen ($. $.), ergiebt sich weiter die Höhe 
des Zuinsfufses, welcher mit Sicherheit den Sparbankscheinen gewährt werden 
kann. und folglich ihr steigender Werth selbst. 

Die Staalsschuldscheine nemlich tragen 34 vom FÄundert jährlichen Zins, 
mit 13 v. H. halbjährlich zahlbar. Dafs der Preis der Staatsschuldscheine je- 
mals ihren Nennwerth dauernd wubersteigen werde, ist nicht wahrscheinlich, 


und selbst kaum möglich: in unrubigen Zeiten nicht, weil dann der Preis 
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aller, ganz sicherer, selbst höhere Zinsen tragender Papiere unter dem Nenn- 
werth bleibt: in Friedenszeiten nicht, weil es dann Gelegenheiten und Mittel 
genug giebt, von baarem Gelde mehr als 34 v. H. jährliche Zinsen zu er- 
langen. Es sind also 3} vom Hundert jährlich als die mindesten sicheren 
Zinsen anzusehen, die sich unter allen Umständen von baarem Gelde erzielen 
lassen. Und da nun die Bank für die ausgegebenen Sparscheine baur Geld 
einnimmt, so vermag sie, jedenfalls mindestens 34 v. H. jährliche Zinsen 
mit Sicherheit zu gewinnen und halbjährlich mit 15 v. H. aufzuhäufen. Also 
kann sie auch diesen selben Zinsfufs, jedoch nachdem die Aosten der VWer- 
waltung von dem Ertrage abgezogen sind, den Sparscheinen met voller 
Sicherheit gewähren. Für die Kosten der Verwaltung setzen wir I v. H. 
halbjährlich; was für 10 Millionen Thaler Sparscheine 50 Tausend Thaler jähr- 
lich ausmacht; und mehr dürfte die Verwaltung wohl nicht kosten. 

Nach diesen Grundsätzen berechnet, ist zufolge der Formeln (4. oder 6. 
in DB.) der Beilagen (in welche Beilagen alle nölhigen Berechnungen ver- 
wiesen sein mögen. um hier den Vortrag durch sie nicht zu unterbrechen) 
der von halbem zu halbem Jahre steigende Werth der Sparscheine derjenige, 
welchen die beiliegende Tafel I. angiebt. Die Tafel ist nur bis zu 221 Jahren 
berechnet. Es ist aber nicht gemeint, diese Zeil solle das Ziel der Spar- 
papiere sein; die Bank solle etwa dann abschliefsen und die Scheine einlösen. 
Es mögen biofs, da wohl in 22 Jahren die Scheine ziemlich abgenutzt sein 
werden, nach 22 Jahren neue gedruckte Scheine, den ältern gleich, ausgegeben 
werden, und wer weiter sparen will, darf nur neue Scheine statt der alten 
sich geben lassen. 

18: 

Es mögen jetzt zunächst einige von den Wörkungen der Sparpapiere 
bemerklich gemacht werden. 

A. Wie die Tafel zeigt, verdoppelt sich nahe zu in 22 Jahren die 
Einlage. Wer weiter sparen will, hat zufolge der Tafel auf einen Einthaler- 
schein 7 Silberpfennige, auf einen Fünfthalerschein 2} Silbergroschen und auf 
einen Funfzigthalerschein 274 Silbergroschen zuzulegen, um zwe? neue gleiche 
Scheine statt seines eenen zu bekommen. Spart er nun weiter, so hat er, 
wieder nach 22 Jahren. oder nach zusammen 44 Jahren, vzer Scheine aus 
seinem einen erzielt, nach 66 Jahren 8 gleiche Scheine u. s. w. In 50 Jahren 
steigt der Werth eines Scheins zufolge (B. II. der Beilage) auf das lache, 
in 60 Jahren etwa auf das ?fache. Jemand. bei dessen Geburt 100 Thaler 
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in Sparscheinen angelegt worden sind, besitzt also, wenn er 50 Jahre alt ist 
500. wenn er 60 Jahre alt ist 700, wenn er 66 Jahre alt ist SOO Thaler. 

B. Wenn für Jemand, anfänglich von seinen Angehörigen, späterhin 
von ihm selbst, jedes halbe Jahr ein Sparschein von Einem T'haler ange- 
kauft wird, so werden dadurch nach (Beilage €. II.) in 181 Jahren etwa 
50 Thlr. angesammelt, also eine Summe, deren Zinsen, zu 4 v. H. halbjährlich, 
I Thaler, folglich eben so viel betragen, als bis dahin eingelegt wurde; so 
dafs sich von da an die Ausgabe in eine ihr gleiche Kinnahme verwandelt. 
Wird die Einlage 30 Jahre lang fortgesetzt, so werden nach (Beilage €. III.) 
nahe an 100 Thlr., in 40 Jahren etwa 161 Thlr., in 50 Jahren etwa 247 Thlr.. 
in 60 Jahren etwa 367 Thlr. aufgesammelt. Wird also z. B. für Jemand. 
Anfangs von seinen Angehörigen, später von ihm selbst, /äylich nur Kin 
Öiibergroschen (was halbjährlich etwa 6 Thaler ausmacht) zurück- und all- 
mälig in Sparscheinen angelegt, so gelangt er dadurch in seinem 50ten Lebens- 
jahre zum Besitz von mehr als 1500 Thlr., im 60ten Lebensjahre zu etwa 
2200 Thlr., für sich und seine Erben. Wer jährlich 100 Thaler zurücklegen 
kann und in Sparscheinen anlegt, sammelt in 30 Jahren an 5000 Thlr., in 
10 Jahren über S000 Thlr. in 50 Jahren etwa 12350 Thaler an. So dürfte 
man denn also auch wohl am besten, sichersten und bequemsten für seine 
IHinterbleibenden sorgen können. 

C. Cassenbeamte, welche eine Bürgschaft zu stellen haben, werden 
wohlthun, dieselbe, statt in baarem Gelde, in Sparscheinen niederzulegen und 
die Zinsen, statt sie anzunehmen, sich aufhäufen zu lassen; denn hier ist auch 
einer der Fälle, wo die Einlage auf eine Reihe von Jahren unbeweglich ist. 
Schon nach 22 Jahren, wenn der Beamte, oder seine Erben die Bürgschafl 
zurückbekommen, erhalten sie das Doppelte; nach 44 Jahren das Vierfache. 
Auch für die Behörde, welcher die Bürgschaft gestellt werden mufs, ist Dies 
oünslig, weil die Bürgschaft immerfort zuntnmt. Wegen dieser Vortheile 
für beide Theile wäre es sogar gut, diese Ar? der Bürgschaftstellung zur 
Bedingung zu machen. 

D. Auch von dem Eigenthum Unmündiger würde man wohlthun, 
denjenigen Theil, dessen Zinsen nicht zu ihrer Erziehung nöthig sind, in 
Sparscheinen anzulegen; was dann von der Behörde selbst, ohne alle Mit- 
wirkung der Vormünder geschehen könnte, da gar nichts weiter dabei zu 
(hun ist, als die Sparscheine aufzubewahren; welches Verfahren aber leicht 


für die Eigenthümer vortheilhaft, so wie auch für die Vormünder erwünscht 
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sein kann. Nach 22 Jahren, was die Zeit der Mündigwerdung sein kann, be- 
kommt der Mündiggewordene das Doppelte seines Erbes. 

Es erhellei schon aus diesen Beispielen, wie bedeutend, wie mannich- 
fach und wie ausgebreitet schon der unmittelbare Nutzen der Sparbankpapiere 
sein würde. 

12. 

Das in ($. 8.) für die Sparbank, als das am nächsten liegende, ein- 
fachste, sichere und als immer offenstehend bezeichnete Mittel, durch den Ankaul 
von Staatsschuldscheinen zu den Zinsen für die Sparpapiere zu gelangen. 
ist aber für sie keinesweges das einzige. Es stehen ihr noch mehrere andere. 
eben so vortheilhafte, sichere und selbst bessere Mittel dazu ollen. 

Sie kann zunächst, eben sowohl wie Staatsschuldscheine. auch andere 
sichere verzinsliche Papiere kaufen, für die Zinsen derselben wieder eleiche. 
oder andere Papiere u. s. w. z. B. Vorantheilsscheine (Prioritäts- Actien) ein- 
träglicher Eisenbahnen u. dergl. Sie muls natürlich nur sorgsam sich hüten, 
elwa um höhere Zinsen zu erzielen, unszchere Papiere zu erwerben, sondern 
strenge auf Papiere sich beschränken, welche mindestens 34 v. H. jährliche 
Zinsen mit vollkommenster Sicherheit eintragen. 

Einen Unterschied macht dieses zweite Verfahren offenbar nicht in 
Rücksicht auf Das, dessen in ($. 9.) gedacht ist: nemlich dafs die Sparpapiere 
durchaus nicht etwa eine Vermehrung der Staatsschuld sind und keines neuen 
Pfandes bedürfen. Das Pfand besteht bei dem zweiten Verfahren, statt in 
den nach ($. 8.) in die Casse niedergelegten Staalsschuldscheinen, in den 
andern von ihr aufgehäuften sicheren Papieren, die auch, wenn es etwa nöthig 
wäre den Fall ganz auf den in ($. 8.) zu bringen, in Staatsschuldscheine 
umgesetzt werden könnten. 

13. 

Die Sparbank kann ferner auch auf wertheste Pfänder: Äcker, Grund- 
stücke u. s. w.. bis zu demjenigen Theil deren Werths, der ihnen unzweifelhaft 
bleibt. also etwa nach den für Mündelgeldern angenommenen Regeln, so wie 
auch, besonders in kleineren Summen, auf sichere Bürgschaft, desgleichen 
auf ihre eigene Sparscheine Geld ausleihen; und zwar zunächst auf die ge- 
wöhnliche Weise, nemlich unter der Bedingung der Rückzahlung des vollen 
Anlehns nach halbjähriger Kündigung. Und zwar genügen ihr hier schon 
4 v. H. jährliche Zinsen, denn schon Dies übersteigt was für die Sparpapiere 
nöthig ist. 
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14. 

Aber die Sparbank kann auch, um zu ihren Zinsen zu gelangen, noch 
auf eine Weise Geld ausleihen, die wohl noch eben so viel allgemeinen Nutzen 
gewähren dürfte, als der übrige Nutzen der Sparbank beträgt. 

Nichts ist nemlich für Den welcher Schulden hat drückender, als ewige 
Zinsen, als die Bedingung, nachdem er vielleicht eine lange Reihe von Jahren 
die Zinsen richlig bezahlt hat, seine volle Schuld zurückzahlen zu müssen, 
verbunden mit der Gefahr, dafs ihm die Schuld unvorgesehen und vielleicht 
grade zu einer Zeil, wo er zur Rückzahlung am wenigsten im Stande ist, ge- 
kündigt werde. Schon von dieser Gefahr hat die Wirkung gar manchen Wohl- 
stand vernichtet; und erfüllt sie sich auch nicht, so gelangt doch Niemand zur 
Ruhe. sondern lebt in beständiger Sorge, so lange er verschuldet ist, wäh- 
rend sein verpfändeter Besitz immer nur einen T'heel seines wirklichen Werths 
hal. der obendrein schwankend und zweifelhaft ist, weil es nicht von dem Be- 
sitzer allein abhangt, den günstigen Zeitpunet zum elwaigen Verkauf abzu- 
warten, sondern der Gläubiger ihn zu ungünsliger Zeit dazu zwingen kann, 
vielleicht um das Besitzthum für einen Preis, der unter seinem Werthe steht, 
an sich zu reifsen. Das allmälıge Bezahlen von Schulden ist eben so wirk- 
sam und nothwendig, seine Umstände zu verbessern und zum wirklichen gründ- 
lichen Wohlstand zu gelangen, als das Sparen überhaupt. 

Aber kein einzelner Geldbesitzer leiht auf die Bedingung allımäliger 
reygelmäfsiger Abzahlung der Schuld in kleinen Theilen. Dem, welcher 
sich von seiner Schuld befreien will, bleibt also nichts übrig, als die Schuld- 
summe allmälig zusammenzusparen. Kann er zu dem Ende z. B. jährlich blofs I 
vom Ilundert zurücklegen, so würde er die Schuld, ohne sonstige Hülfsmittel, 
erst in 700 Jahren beisammen haben. Die Sparpapiere würden ihm zwar 
schon sehr sein Vorhaben erleichtern; denn legt er das 1 v. H. in Sparpapieren 
an. so hat er die Schuld nach (Beilage €. IV.) schon in 45 Jahren bei- 
sammen. Aber die Sparbank vermag es, ihm sein Bemühen noch mehr zu 
erleichtern, während sie ihn zugleich fester an die Ausführung desselben hält 
und ihn der Gefahr der Angriffigkeit der Ersparnisse in eigener Verwahrung 
enthebt. Zahlt nemlich der Schuldner der Bank sein jährliches Ersparnifs von 
1 v. H.. und zwar mit 4 v. H. halbjährlich, zu den gewöhnlichen Zinsen von 
} v. H. jährlich, mit welchen er jedenfalls mindestens belastet sein wird und 
zu welchen die Bank nach ($. 13.) ebenfalls Geld unter der Bedingung voller 


Rückzahlung ausleiht, Aanzu, mithin zusammen 5 statt 4 v. H., welches immer 
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noch nicht viel mehr als ein wohl schon gewöhnlicher Zinsfufs ist: so erklärt 
ihn die Bank schon nach 41 Jahren für schuldenfrei und erläfst ihm noch 
an der letzten halbjährlichen Zahlung 1% v.H.; wie es die anliegende Tafel A. 
angiebt, die nach (Beilage D. VI. Formel 25.) berechnet ist. Kann Jemand 
mehr sparen und zahlt der Bank stlalt der gewöhnlichen jährlichen 4. v. I. 
nicht 5 sondern 54 v.H., so wird er zufolge der Tafel schon nach 33 Jahren 
schuldenfrei, durch 6 v. H. nach 28, durch 64 v. H. nach 24}, durch 7 v.H. 
nach 214, durch 74 v. H. nach 194 und durch 8 v. H. schon in 1714 Jahren; 
jedesmal noch mit einem kleinen Erlafs an der letzten halbjährlichen Zahlung. 

Aber noch ein zweiter Umstand bei dieser Art des Ausleihens ist für 
den Schuldner, und zugleich für die Bank selbst, günstig. Der Schuldner ist 
nemlich durchaus nicht gezwungen, die regelmälsige Zahlung der erhöheten 
Zinsen, die ihn nach einer bestimmten Reihe von Jahren schuldenfrei machen, 
bis zum Einde fortzusetzen. Er kann damit entweder unfreiwillig, oder auch 
freiwillig und wann er well, nach halbjährlich vorheriger Kündigung auf- 
hören, zahlt aber alsdann keinesweges mehr die ganze Schuld zurück. son- 
dern nur noch den Theil derselben, welcher durch die Erhöhung der Zinsen 
noch nicht abgetragen ist; wobei ihm natürlich die Zinsen, so wie der zurück- 
zuzahlende Theil der Schuld bis zu dem Zeitpuncte berechnet werden müssen, 
wo die Rückzahlung werklich erfolgt; was sich bei unfreiwilligem Aufhören 
der Zinszahlung durch die etwaige Beschlagnahme des Pfandes und den Ver- 
kauf desselben verschieben kann. 

Aus der Tafel ll. ist der Betrag der in solchen Fällen von der Schuld 
noch zurückzuzahlenden Theile für die verschiedenen Ablösuneszeiten und für 
jedes halbe Jahr innerhalb derselben ersichtlich. Zahlt z. B. Jemand 5, also 
halbjährlich 24 v. H. Zinsen, durch welche er in 41 Jahren schuldenfrei wird, 
hört aber mit der regelmäfsigen Zahlung nach 20 Jahren auf: so hat er von 
der Schuld selbst, statt des Ganzen, nur noch etwa 70 v. H. zurückzuzahlen: 
nach 30 Jahren nur noch etwa 25 v. H. Zahlt Jemand 7, also halbjährlich 
34 v. H. Zinsen, welche ihn in 214 Jahren schuldenfrei machen, hört aber 
mit der regelmälsigen Zahlung nach 13 Jahren auf: so hat er nicht mehr 
ganz die Hälfte der Schuld zurückzugeben u. s. w. Da aber, wie es die Tafel 
ausweisel, die Schnelligkeit der Tilgung der Schuld vom Anfange an bis zum 
Ende der Tilgungszeit immerfort zunimmt, so ist dies ein Antrieb mehr für 
den Schuldner, die regelmälsige Zinszahlung nzcht zu unterbrechen, sondern 


sie. wenn er es irgend vermag, bis zum Ende fortzusetzen. Die Unterbrechung 
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ist nur ein Nothbehelf für Den, der durch seine Umstände dazu gezwungen 
ist: und Dieser ist dann noch möglichst dadurch erleichtert, dafs er nur noch 
einen Theil der Schuld zurückzugeben hat. Doch auch noch anders kann 
sich der Schuldner in solchem Falle helfen. Hat z. B. in dem zuletzt ange- 
nommenen Falle Jemand 13 Jahre lang 7 v. H. jährliche Zinsen bezahlt und 
dadurch die Hälfte seiner Schuld getilgt, so kündige er den Rest und be- 
zahle denselben aus einer gleichzeitigen neuen Anleihe dieser Hälfte, und 
„war auf das Aalbe Pfand; denn die eine Hälfte ist frei geworden und er 
kann darüber anders verfügen. Also, statt ferner 7 v. H. für die ganze Schuld 
noch S} Jahre lang zu zahlen, wie er es Anfangs woilte, zahlt er jetzt, nach- 
dem ihm Dies zu schwer wurde, Aalb so viel, nemlich 7 v. H. für die halbe 
Schuld, ferner 214 Jahre lang. U. s. w. 

Für die Bank aber ist der Umstand, dafs ihr nie die ganze Schuld 
zurückzuerstalten ist, dadurch günstig, dafs die Secherheit des Pfandes für 
sie jedes halbe Jahr zunimmt. Eine billige Bedingung ist es nemlich, dafs 
die Bank über das Pfand durchaus bis zur gänzlichen Tilgung der Schuld die 
Hand zu halten habe; und da nun die Schuld jedes halbe Jahr abnimmt, so 
wird das Pfand für den Gläubiger immerfort in demselben Verhältnifs um so 
sicherer. 

Zu bemerken ist hier übrigens noch, dafs die Bank, um vorausgeselzter- 
maafsen die gewöhnlichen Zinsen von 2 v. H. halbjährig aus den erhöheten 
Zinsen zu gewinnen und durch die Aufhäufung derselben die Anleihe all- 
mälig sich zurückzahlen zu lassen, keinesweges elwa darauf beschränkt ist, 
die erhöheten Zinsen auf die gewöhnliche Weise. nemlich unter der Bedin- 
oung der vollen Rückzahlung, zu 2 v. H. halbjährlich, auszuleihen, oder auch 
die erhöheten Zinsen in Slaatsschuldscheinen oder in andern Papieren an- 
zulegen. Sie kann vielmehr auch ebensowohl wieder die erhöheten Zinsen 
auf dieselbe Bedingung allmäliger Zurückzahlung durch erhöhete Zinsen aus- 
ihun. wie die erste Anleihe selbst. Die Wirkung davon ist, wie es (Bei- 
lage D. VII.) bemerklich macht, für die Bank dieselbe. Also kann sie, wenn 
sich die Gelegenheiten dazu ergeben, sogar Alles was sie einnimmt auf all- 
mälige Zurückzahlung gegen erhöhele Zinsen ausleihen. 

15. 


Es ist leicht zu erachten, welchen wichtigen und grolsen Erfolg «diese 
Art des Geld-Ausleihens von Seiten der Sparbank auf den verschuldeten 
Besitz, so wie auch auf die Ablösung von Renten, also auf die Hebung des 
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allgemeinen Wohlstandes haben könnte und ohne Zweifel haben würde. Einige 
Beispiele werden es zeigen. 

A. Ist z.B. Jemandes Besitz bis zur Hälfte verschuldet, so kann er 
diese Hälfte von der Bank leihen, kann damit die Schuld abtragen, oder viel- 
mehr durch die Bank sie abtragen lassen, zahlt dieser die erhöheten Zinsen. 
die öfters nur wenig höher sein werden, als die, mit welchen er unter der 
Bedingung der Rückgabe der ganzen Schuld und unter der beständigen Ge- 
fahr der Kündigung belastet war: so macht er sich nach einer gewissen Reihe 
von Jahren schuldenfrei. 

B. Sind auf Jemandes Besitz mehrere Schulden, zur ersten, zweiten, 
dritten u. s. w. Stelle, zusammen wohl fast bis zum ganzen Werth der Be- 
sitzung eingetragen, so kann der Verschuldete den bis zur Hälfte reichenden 
Theil derjenigen Schulden, die durch die Eintragung den Vorrang haben, 
von der Bank übernehmen lassen und von diesem Theile der Schuld auf die 
obige Weise in einer bestimmten Reihe von Jahren sich befreien. Aber schon 
vor dieser Zeit, ja schon gleich vom Anfang an, und allmälig immer mehr, 
wächst die Sicherheit auch für die Aönterstehenden Gläubiger; denn die Schuld 
an die Bank nimmt immerfort ab und folglich der Werth des Pfandes auch 
für die übrigen Gläubiger zu, und es wird also dem Schuldner vielleicht 
schon nach einigen Jahren gelingen, für den übrigen Theil seiner Schuld 
bessere Bedingungen zu erlangen; vielleicht sogar Das, was er der Bank an 
höheren Zinsen für die erste Hälfte des Werths seiner Besitzung zu zahlen 
hat, an den Zinsen für den übrigen Theil seiner Schuld mehr oder weniger 
zu ersparen. 

C. Auch kann Jemand, dessen Besitz nicht über die Hälfte ver- 
schuldet ist, seine Umstände dadurch verbessern, dafs er seinen Besitz durch 
eine von der Bank geliehene Summe erweitert, oder verbessert. Die Bank 
leiht ihm nemlich so v:el, als an dem Besitz sein eigen ist. Damit bezahlt 
er seine bisherigen Schulden, und für das von der Anleihe Übrigbleibende 
kann er einen neuen Besitz kaufen, oder auch seinen bisherigen Besitz auf 
eine Weise verbessern, von welcher erweislich ist, dafs die Verbesserung 
den Werth des Besitzes um eine wenigstens gleiche Summe erhöhen werde. 
Die Bank behält dabei die volle Sicherheit. Gesetzt z. B. der Werth von 
Jemandes Besitzung sei 10 Tausend Thaler und er sei darauf 3 Tausend Thaler 
schuldig, so kann er 7 Tausend Thaler von der Bank entleihen. Aus diesen 
7 Tausend Thalern bezahlt er seine Schuld von 3 Tausend Thalern und kauft 
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eine neue Besitzung für 4 Tausend Thaler, oder verbessert die seinige um 
eben so viel. Der Werth seiner Besitzungen steigt dadurch auf 14 Tausend 
Thaler, und die Bank ist für ihre 7 Tausend Thaler durch den doppelten 
Werth oedeckt. 

D. Die Erweiterung oder Verbesserung des Besitzes ist sogar auch 
dann noch möglich, wenn der Besitz über die Hälfte verschuldet ist; aber 
dann freilich nur mit Einwilligung der übrigen Gläubiger. Gesetzt z. B. in 
in dem obigen Falle seien auf den 10 Tausend Thaler werthen Besitz, aufser 
den 3 Tausend Thalern zur ersten Stelle, zur zweiten und dritten Stelle noch 
5 Tausend Thaler eingetragen, so kann der Besitzer zwar ebenfalls noch 
7 Tausend Thaler von der Bank leihen, aber nur, wenn die andern Gläubiger 
einwillivoen. dafs die Bank mit ihren eanzen 7 Tausend Thalern die erste 
Stelle einnehme. Dadurch stehen sie dann allerdings schlechter; denn bis dahin 
war der 10 Tausend Thaler werthe Besitz um S Tausend Thaler, also bis auf 
SO v. H. verschuldet, jetzt würde es der 14 Tausend Thaler werthe Besitz 
um 12 Tausend Thaler, also bis auf S6 v. H. sein. Da indessen die Gläubiger in 
der zweiten und dritten Stelle zu erwägen haben, dafs die Schuld an die Bank 
fortwährend abnzmamt und dafs auch sie dadurch bald zu mehrerer Sicherheit ge- 
langen. als vorher, und allmälig zu immer grölserer Sicherheit: so haben sie alle 
Ursach, ihre Einwilligung nzcht zu verweigern. Sobald nemlich die yesammte 
Schuld des Besitzers bis auf SO v. H., also von 12000 bis auf 11200 Thaler 
abeenommen hat. mithin seine Schuld an die Bank von 7000 bis auf 6200 Thaler. 
ist die ursprüngliche Sicherheit der hinterstehenden Gläubiger schon Aergestellt. 
Dieses geschieht, nach Tafel Il., falls der Schuldner der Bank 5 v. H. Zinsen 
zahlt. nach etwa 914 Jahren, wenn er 54 v. H. zahlt, nach etwa 61, wenn 
er 6 v. H. zahlt, nach etwa 54 Jahren u. s. w. Späterhin nimmt die Sicher- 
heit der hinterstehenden Gläubiger, eben wie die der Bank, immer weiter zu. 
Wenn also der Besitzer nicht etwa nach der oben bezeichneten Art blofs 
die zur ersten Stelle schuldigen 3 Tausend Thaler von der Bank leihen zeill! 
(wozu er der Einwilligung der übrigen Gläubiger nicht bedarf), etwa weil er 
zweifelt, aus dem Ertrage seines bisherigen Besitzes die höheren Zinsen der 
Anleihe aufbringen zu können, gleichwohl aber sicher weils, es durch den 
vortheilhaften Ankauf einer zweiten Besitzung, oder durch die beabsichtigte 


Verbesserung seines bisherigen Eigenthums im Stande zu sein: so ist es in 


dem eignen Vortheil der hinterstehenden Gläubiger, ihn nicht daran zu hindern. 
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E. Hat Jemand an einen Andern eine ?mmerwährende Bente zu 
bezahlen, die nach dem Geselz mit dem 20fachen Betrage «abiöstich ist, so 
kann er durch die Anleihe dieses Betrages bei der Bank diese immerwährende 
Rente ohne Weiteres in eine Rente auf blofs 41 Jahre verwandeln. Hat 
z. B. ein Bauer dem Gutsherrn eine Renle von 10 Thalern jährlich zu be- 
zahlen, so zahlt die Bank für ihn die Ablösungssumme von 200 Thalern an 
den Guisherrn und tritt dafür in dessen Recht. Der Verpflichtete zahlt hierauf 
die Rente von 10 Thalern, statt an den Gutsherrn, an die Bank, und ist nach 
41 Jahren davon befreit. Die Pfandsicherheit der Bank nimmt hiebei gegen 
die vorherige des Gutsherrn bis zu Ende immerfort zu, weil durch die all- 
mälige Tilgung der Anleihe der Werth des Pfandes zunimmt. 

So kann das Ausleihen von Geldern durch die Sparbank auf regel- 
mäfsige allmälige Rückzahlung durch nur wenig höhere Zinsen für die Er- 
leichterung und Verbesserung des verschuldeten oder mit Renten belasteten 
Besitzes auf die mannichfachste Weise von ungemein grofser Wirkung sein. 

Damit diese Wirkung insbesondere dem mittleren und kleineren Besitze 
zu Gute komme, dürfte als Regel anzunehmen sein, dals die Bank auf die 
eben beschriebene Weise an einen und denselben Besitzer immer nur inäfsıge 
Summen ausleihe; z. B. nie mehr als 10 Tausend Thaler und von da bis zu 
I Tausend Thaler hinab, und noch weniger. 

16. 

Man sieht übrigens. dafs die verschiedenen, hier beschriebenen Ver- 
fahren, die Zinsen zu gewinnen, nur einer Bank möglich sind, die, wie es 
bei der Sparbank der Fall sein würde, grofse Summen unter Händen hat. 
Für geringere Kräfte würde dies Alles ohne Stockungen, nachtheilige Zer- 
splitterungen und wesentliche Verluste nicht möglich sein. Hier, wo es nur 
eine einzige grofse Casse ist, die einnimmt und ausgiebt, kommt Alles nur auf 
eine genaue Buchführung an, während der Verwaltung die Wahl und Be- 
nutzung der vortheilhaftesten und erspriefslichsten Mittel zu Gebote steht. 


17. 
Es ist nun auch noch von einem andern Umstande die Wirkung aus- 
einanderzuseizen, die mit der gröfsten Wahrscheinlichkeit und fast mit Ge- 


wifsheit einen neuen Vortheil und Nutzen der Sparbank zur Folge haben 
kann. dessen Maafs sich zwar nicht im Voraus berechnen lälst, der aber 


möglicherweise sehr bedeutend sein kann. 
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Es istnemlich oben angenommen worden, dafs den Sparscheinen 34 v. H. 
jährliche Zinsen als Ertrag berechnet werden sollen; wovon die Kosten der 
Verwaltung abgezogen werden. 

Welches von den oben bezeichneten Verfahren nun aber die Spar- 
bank auch anwenden mag, um von dem ihr überlieferten Gelde die Zinsen 
zu ziehen: immer erlangt sie mehr als 34 v. H. Zinsen jährlich. 

Kauft sie nemlich, nach der am nächsten liegenden Art, Staatsschuld- 
scheine, so erzielt sie schon 3} v. H. wenn die Staatsschuldscheine 93,3 v. H. 
kosten, 4 v. H. wenn sie 87,5 v. H. kosten, 44 v. H. wenn sie 82,3 v. H., 
I v. H. wenn sie 77,7 v. H., 45 v. H. wenn sie 73,6 v. H. und 5 v. H. 
wenn sie 70 v. H. kosten. Und da nun der Preis der Staatsschuldscheine fast 
nie den vollen Nennwerth erreicht, so kann die Bank schon auf diesem Wege 
mehr erlangen, als sie für die Sparscheine und zu den Verwaltungskosten bedarf; 
denn diese nehmen zusammen nur Das weg, was mit 34 v. H. durch Zins 
vom Zinse aufgehäuft wird. 

Kauft die Bank, statt Staatsschuldscheine, andere sichere Papiere, wie 
z. B. Vorantheilsscheine (Prioritäts- Actien) einträglicher Eisenbahnen, deren 
meiste mit 4 v. H. des Nennwerths verzinset werden, so erlangt sie schon 
4! v. H., wenn dergleichen Scheine für 94,1 v. H. zu haben sind, 44 v. H. 
wenn sie 88,8 gelten, 4} v. IH. wenn sie S4,2 v. H. und 5 v. H. wenn sie 
S0 v. IH. kosten. Durch Papiere, welche 44 v. H. Zinsen tragen, erlangt 
sie 4} v. H. wenn die Papiere für 94,7 v. H. und 5. v. H. wenn sie für 
90 v. I. zu haben sind; durch Papiere endlich, welche mit 5 v. H. verzinset 
werden, diesen Zins, wenn ihr Preis ihrem Nennwerth gleich ist. 

Leiht die Bank baares Geld auf werthfeste und sichere Pfänder aus, 
auf Äcker, Grundstücke u. s. w., und zwar zunächst auf die gewöhnliche Weise, 
unter der Bedingung der Rückzahlung der vollen Anleihe, so geschieht es zu 
4 v. 14H. jährlicher Zinsen. Eben dieser Zinsfuls ist auch oben für das Aus- 
leihen auf Tilgung oder allınälige Zurückzahlung der Anleihe mittels erhöheter 
Zinsen angenommen. 

Immer also wird die Bank mehr als 34 v. H. jährliche Zinsen zu er- 
zielen im Stande sein. Nun ist aber der Unterschied sehr bedeutend, wenn 
längere Zeit Zins auf Zins nach einem auch nur um Etwas höheren Zinsfufs 
aufgehäuft wird. Es ergeben sich nemlich aus Z Million Thaler durch An- 


häufung von halbjährlich zahlbarem Zinse von Zinsen nach (Beilage A. III.) 
in 22 Jahren durch 33 v. H. 119085, durch 4 v. H. 244622, durch 4} v.H. 
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376953, durch 44 v. H. 516435, durch 43 v. H. 663 444. durch 5. v. H. 
S18 367 Thaler mehr als durch 34 v.H. Von den vorausgeselziermaafsen in 
Umlauf zu bringenden 10 Millionen Thaler Sparscheinen kann also die Bank 
möglicherweise in 22 Jahren einen reinen Gewinn von I bis zu 8 Millionen 
Thalern erzielt haben. Da ihr nun. wenn auch der Preis der Staatsschuld- 
scheine über S74 v. H. und der Preis der Vorantheilsscheine auf Eisenbahnen 
über ihren Nennwerth gesliegen sein sollte, durch Ausleihen auf Pfänder immer 
noch 4 v. H. jährliche Zinsen zu erlangen möglich sind, indem Jeder vern 
diesen Zinsfuls für eine Anleihe auf Grundstücke zahlen wird: so ist es fast 
gewifs, dafs die Bank durch die 10 Mill. Sparscheine, nachdem sie 22 Jahre 
in Umlauf gewesen sind, wenigstens 2 446 220 Thaler ren gewonnen haben 
wird. Es kommt nur darauf an, dafs der Gewinn der Bank nicht zu frül, 
angegriffen wird, weil er sich, je länger, je schneller vergrölsertl. Z.B. in 
10 Jahren werden durch 4 v. H. jährliche Zinsen aus 1 Mill. Thlr. nach Bei- 
lage (A. 11.) gegen 3% v. H. Zinsen erst 71159 Thlr. gewonnen, statt der 
obigen 244 622 Thlr. in 22 Jahren. Will man etwa den Gewinn der Bank. 
den sie durch 4 v. H. Zinsen erzielt, etwa schon 22 Jahre nach der Ausgabe 
der ersten Sparscheine benutzen, so sind auch die obigen 2446220 Thlr. 
noch nicht ganz beisammen, weil dann von der zuletzt ausgegebenen Million 
erst 77 Jahr lang die Zinsen aufgehäuft worden sind; indessen beträgt der 
Gewinn dennoch schon, wie es die Berechnung (in Beilage A. V.) ergiebt. 
2030617 Thaler. 

Es ist also fast mit Gewrfsheit anzunehmen, dafs die Bank, 22 Jahre 
nach der ersten Ausgabe von Sparscheinen, einen reinen Gewinn von wenigstens 
2 Mill. Thalern erzielt haben werde. Gelingt es ihr, für das baare Geld 
höhere Zinsen als 4 v. H. jährlich zu erlangen, was, wenn der niedrige Preis 
der Geldpapiere fortwährt, sehr möglich ist, so kann der Gewinn nach 22 Jahren 
auf 3. 4, 5, 6 und bis über 7 Mill. Thaler steigen; oder auch, umgekehrt. 
können 2 Mill. Thaler Gewinn wel eher als in 22 Jahren beisammen sein. 
Die 2 Mill. Thaler Gewinn nach 22 Jahren sind aber beinahe sicher; selbst 
mit Rücksicht auf etwaige Verluste durch Kauf und Wiederverkauf von Zins- 
papieren, durch ausbleibende Zinsen u. s. w.; die indessen unter einer ein- 
sichtigen und vorsichligen Verwaltung immer nur gering sein können. 

18. 


Es fragt sich nun, wie dieser G@ewenn der Bank am erspriefslichsien 


und fruchtbringendsten für das Gemeinwohl und besonders für die Aufhülfe 
27 * 
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des kleineren Besitzes und für die Verminderung der Armuth, was der Hauptzweck 
der Sparbank ist, zu verwenden sei. Es würde dazu verschiedene Mittel geben. 

Krstlich könnte der Gewinn zur Hülfe bei der Telguny der Staats- 
schuld verwendet werden. Diese Anwendung würde allerdings auch der 
Armuth zu Gute kommen, weil durch die Tilgung der Staatsschuld die Steuern 
vermindert werden. Aber einestheils ist es eben nichts sehr Wirksames, 
wenn in 22 Jahren 2 Mill. Thaler von der Staatsschuld mehr getilgt werden: 
andrerseits kommt die Wirkung der Tilgung nicht den Armen und wenig Be- 
sitzenden insbesondere zu gut. Diese Anwendung dürfte also noch nicht die 
beste und wenigstens dem besondern Zweck der Sparbank nicht gemäfs sein. 

Zuweitens könnte der Gewinn zu gemeinnützigen Werken und Landes- 
verbesserungen angewendet werden. Diese Anwendung würde schon un- 
mittelbarer auf die Förderung des Gemeinwohls wirken; allein auch hier sind 
2 Mill. Thaler in 22 Jahren nicht eben etwas Bedeutendes; auch kommt wieder 
der Nutzen nicht insbesondere den Armen zu gut, während doch der Gewinn, 
der vorzüglich aus den Ersparnissen der Ärmern erzielt wird, billigerweise 
auch vorzüglich diesen zu Theil werden mufs. Also auch diese Anwendung 
würde nicht die beste sein. 

Drittens könnte man von dem Gewinne der Bank die fortdauernden 
Zinsen zur Unterstützung hülfsloser Arbeits- Unfähiger bestimmen. Mit 
den SO000 Thlr. jährlichen Zinsen von 2 Mill. Thalern zu 4 v. H. würde für 
immer über 1000 hülflosen Personen, und sogar Familien, geholfen werden; 
und so würde allerdings dieser Nutzen der Bank recht ausschliefslich den 
Armen und Ärmsten zu gute kommen. Allein gegen diese Art der Ver- 
wendung sind die Bedenken dieselben, wie gegen alle Almosen von Seiten 
des Staats: und dann: so schön es ist, 1000 Hülfslose zu erleichtern und zu 
erhalten, so ist doch die Wirkung, erst jede 22 Jahre erzielt, nicht eben grofs. 

Viertens könnte man den Gewinn der Bank auf die Sparscheine 
selbst, nach Verhältnifs ihres Nennwerths vertheilen. Gegen die Richtig- 
keit dieser Anwendung, die in der That auch die natürlichste zu sein scheint, 
dürfte an sich wenig zu sagen sein; aber 2 Mill. sind von den 20 Mill. Thalern. 
welche die ausgegebenen 10 Mill. Thlr. Sparscheine nach 22 Jahren werth 
sind. nur der 10te Theil: und ob der Thaler, den der Arme 22 Jahre zurück- 
velegt hat, zuletzt 2 Thaler, oder 6 Silbergroschen mehr werth ist, wird selbst 


ihm ziemlich gleichgültig sein. 
Fünftens. Das Beste von Allem dürfte es sein, den Gewinn der Bank 
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unter die Sparenden nach der Entscheidung des Glücks oder Zufalls, also 
durch ein Lotto auszutheilen; und zwar jedesmal, sobald 2 Mill. Thaler Ge- 
winn erzielt sind; mag dies früher oder später als in 22 Jahren der Fall 
sein. Dieses Lotto könnte auf folgende Weise angeordnet werden. 

Man mache aus den 10 Mill. Thaler Sparscheinen 200 000 Loose, jedes 
zu 50 Thaler. Jeder Funfzigthalerschein bekommt dann eine der fortlaufenden 
Zahlen 1 bis 200 000; jeder Fünfthalerschein ebenfalls eine dieser Zahlen. 
mit grofsgedruckten Ziffern oben in der Ecke links, in der andern Ecke 
rechts, kleiner gedruckt, eine der Zahlen 1 bis 10; jeder Einthalerschein gleich- 
falls eine der Zahlen 1 bis 200000, grofsgedruckt links und eine der Zahlen 
I bis 50 kleingedruckt rechts. 

Aus den Zahlen 1 bis 200000 ziehe man nun 50000 Zahlen heraus 


und für diese folgende Gewinne: 





1 Gewinn zu .:. . 2 2.»....7100000 Thaler. 
2 Gewinne zu 50000 Thaler, thut 100000 - - 
> - -  - 2000 - -  - 100000 - - 
12 - - - 10000 - -  - 120000 - - 
30° - - - 500 - -  - 150000 - - 
> °- - - 2000 - -  - 100000 - - 
150 - - - 100 - - - 150000 - - 
250 - - - 00 ° - -  - 125000 - - 
>00  - - - 200 - -  - 100000 - - 
1000 - - - 100 ° - -  - 100000 - - 
9375 - - - 0°. - -  .- 468750 - - 
33625 - - - 10° - - - 356250 - - 
Thut 50 000 Gewinne zusammen von . . 2000000 Thaler. 


Fällt ein Gewinn auf die Zahl eines Funfzigthalerscheins, so bekomm! 
der Besitzer desselben den Gewinn ganz; fällt er auf die Hauptzahl eines 
Fünfthalerscheins, so wird der Gewinn auf die Inhaber der 10 Fünfthaler- 
scheine, welche die gleiche Hauptzahl haben, zu gleichen Theilen vertheilt. 
Fällt der Gewinn auf die Hauptzahl eines Einthalerscheins, so würde er ähn- 
licherweise auf die 50 Einthalerscheine mit gleöcher Hauptzahl vertheilt werden 
müssen. Um aber hier die kleinsten Gewinne nicht zu sehr zu zersplittern, 
ziehe man für die Einthalerscheine ein für allemal 10 Zahlen aus den Zahlen 
1 bis 50 heraus und vertheile die 38 625 kleinsten Gewinne nur auf die- 
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jenigen Thalerscheine, welche rechts in der Ecke diese 10 herausgezogenen 
Zahlen haben. Dadurch werden die gewinnenden Thalerscheine den Fünf- 
Ihalerscheinen für die kleinsten Gewinne gleich. Alle übrigen gröfsern Ge- 
winne verlheile man «uch an die Einthalerscheine zu 50 gleichen Theilen. 
Der geringste Gewinn für einen gewinnenden Einthalerschein ist dann 1 Thaler. 
der gröfste 2000 Thlr. Für einen gewinnenden Fünfthalerschein ist der ge- 
ringste Gewinn ebenfalls 1 Thaler, der gröfste 10 000 Thlr. Für einen ge- 
winnenden Funlziglhalerschein ist der geringste Gewinn 10 Thlr. der gröfste 
100 000 Thaler. 

Es könnte scheinen, dafs dieses Lotto nur verhältnifsmälsig wenigen 
Besitzern von Sparscheinen eine Aussicht auf Gewinn geben würde, da nur 
der vierte Theil der Loose Gewinne erzielt. Aber die 50 000 gewinnenden 
l,oose werden sich bei weitem nicht in den Händen von blofs 50 000 ver- 
schiedenen Personen befinden, sondern in den Händen einer viel gröfseren 
Zahl. Nach der Annahme weiter oben sind nemlich von den ausgegebenen 
10 Mill. Thaler Sparscheinen 2 Mill. in 40000 Funfzigthalerscheine, 3 Mill. 
Thaler in 600000 Fünfthalerscheine und die übrigen 5 Mill. in 5 Mill. Ein- 
thalerscheine vertheiltl. Es können also die Funfzigthalerscheine unter 40 000 
Personen, die übrigen Scheine über S Mill. Thaler aber leicht auf 400000 und 
mehr Personen sich vertheilt haben; denn jeder derselben würde dann schon 
im Durchschnitt 20 Thaler besitzen. Fallen nun von den Gewinnen ver- 
hältnifsmäfsig 10 000 auf die Funfzigthalerscheine und die übrigen 40 000, die 
in 400000 Theile zerfallen, auf die Fünf- und Einthalerscheine, so gehen nur 
30000 Besitzer von Funfzigthalerscheinen (insofern sie na#r solche und keine 
andere Scheine mehr besitzen) leer aus, und es ist, wenn auch nicht noth- 
wendig. so doch möglich, dafs sogar alle Besitzer von Sparscheinen irgend 
einen Gewinn erzielen. 

Die Bedenken gegen Lotto’s überhaupt, finden hier nicht Statt. Das 
gewöhnliche Lotto nemlich ist sachlich dadurch nachtheilig, dafs der Spieler 
eine. vielleicht für seine Umstände sehr bedeutende Ausgabe auf die Gefahr 
hin macht, Nichts zurückzubekommen: se/bch dadurch, dafs es den Spieler 
verlockt, Erworbenes hinzugeben, um aufs Ungewisse vom Zufall vielleicht 
Das zu erlangen, was er durch fernern Erwerb ohne jenes Wagnifs zu er- 
zielen suchen sollte, also ihn verlockt, in der Erwerbsthäligkeit nachzulassen. 
Wer dagegen Sparscheine kauft, macht necht eine Ausgabe aufs Ungewisse 
und auf die Gefahr hin, seine Einlage zu verlieren, sondern ist schon durch 
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den steigenden Werth der Scheine eines annehmlichen Gewinnes sicher. Was 
ihm dann das Glück noch zuführt, ist eine reine Zugabe, ohne alle neue 
Einlage. 

Dagegen wird die Möglichkeit und Aussicht, mit einem einzigen Thaler, 
aufser den 2 Thalern, zu welchen der Thaler nach 22 Jahren mit Sicherheit 
wird, noch bis zu 2000 Thalern obendrein zu gewinnen, ein gar mächtiger 
Antrieb sein, Sparscheine zu kaufen und sie an sich zu behalten. also ein gar 
mächtiger Antrieb zum Sparen selbst; und dieser Antrieb kann gar nicht stark 
genug sein; denn er ist der Antrieb zu etwas, jedenfalls sachlich und sittlich 
Nützlichem. Der Antrieb beim gewöhnlichen Lotto, zu gewinnen, kann durch 
die Einsätze den Spieler arm machen und ins Verderben bringen: durch 
eifriges Sparen dagegen schadet sich Niemand, sondern verbessert nur seine 
Umstände. Die Hoffnung auf Gewinn, welche immerhin auch beim ve- 
wöhnlichen Lotto ihren Werth hat, findet auch hier Statt und hat hier den 
gleichen Werth. 

Diesemnach dürfte die Vertheilung des Gewinnes der Bank an die Spa- 
renden durch ein Lotto die beste Art der Anwendung dieses Gewinns sein. 
19. 

Jetzt haben wir nun noch die in ($. 6.) angedeutelen verschiedenen 
Bedenken gegen die Wirksamkeit der Sparbank zu erwägen, und es ist an- 
zugeben, wie und durch welche, etwa noch swusäfzlich nöthigen Bestimmungen 
den Befürchtungen, dafs die Bank wenigstens nicht alle ihre Zwecke erreichen 
werde, zu begegnen sein dürfte. 

Die Bedenken sind folgende. 

Erstlich die wenig besitzenden Sparer, welche sehr leicht in die Noth- 
wendigkeit kommen können, ihre Sparscheine ganz oder theilweise wieder ver- 
kaufen zu müssen, was besonders bei denen der Fall sein wird, die irgend 
ein kleines Gewerbe treiben, in welchem öfters mehr als gewöhnliche Aus- 
lagen nöthig sind, dürften, läfst sich fürchten, bei dem Verkauf ihrer Papiere 
dem Wucher in die Hände fallen. 

Die Befürchtung an sich ist schwerlich begründet. Denn eben so wenig 
wie jetzt Jemand jemals in den Fall kommt, für unverzinsliche Cassenscheine 
oder Banknoten weniger annehmen zu müssen, als ihren Nennwerth, wird es 
auch bei den Sparscheinen der Fall sein; denn auch sie sind, ganz wie jene, 


in vollem, freien Umlauf, der sich von dem Umlauf anderer verzinslicher, auf 
den Inhaber lautender Papiere dadurch wesentlich unterscheidet, dafs die Spar- 
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papiere bei Zahlungen an Staatscassen zum vollen Nennwerth angenommen 
werden; was bei allen andern, noch so sichern verzinslichen Papieren nicht 
der Fall ist. 

Sollte indessen die Befürchtung durch die Erfahrung dennoch als be- 
gründel sich erweisen, z. B. aufserhalb der gröfseren Städte, wo der Geld- 
Umlauf weniger lebhaft ist, so wird ihr leicht durch die zusätzliche Anordnung 
begegnet werden können, dafs alle Staalscassen Sparscheine von einem und 
demselben Besitzer bis zu einem gewissen Betrage innerhalb einer bestimmten 
heitfrist, z.B. bis zu 100 Thaler im Laufe eines Jahres, auch dann an- 
zunehmen und voll baar zu bezahlen haben, wenn der Besitzer keine Zahlung 
an die Casse zu leisten hat. Der Wenigbesitzende, oder ein kleines Gewerbe 
Treibende kann dann für sein Ersparnifs bis zu der genannten Summe mil 
Sicherheit und ohne allen Verlust baar Geld bekommen; und zwar entweder 
die Summe auf einmal, oder auch theilweise. Es ist nichts weiter nöthig, als 
dafs der Besitzer sich der Casse nenne: demselben Namen löset dann die 
Casse innerhalb Jahresfrist nichts weiter ein. Zurückkaufen kann der Besitzer 
Sparscheine jederzeit; die Casse aber giebt die eingelöseten Scheine ohne 
Weiteres aus, sobald sich die Gelegenheit dazu findet, oder sobald sie Zahlungen 
zu machen hat. Die Einlösungspflicht der Cassen werler auszudehnen wird 
nicht nöthig sein; aber auch nicht rathsam, damit sie nicht für gröfsere Summen 
und von Geldhändlern benutzt werde. 

Zweitens könnte man fürchten, die Sparscheine dürften an die Börse 
kommen und dadurch einem schwankenden Preise verfallen. 

Aber unter ihren Nennwerth können sie nicht fallen, weil auch Der. 
welcher etwa gröfsere Summen verkaufen will, oder mufs, statt daran zu 
verlieren, den Ausweg behält, von der Bank nach ($. 13.) auf seine Scheine 
als Pfand, Geld zu 4 vom Hundert Zinsen zu leöhen; wobei der Verlust jeden- 
falls nur gering ist. da dem Eigner der Scheine die aufgehäuften Zinsen derselben 
verbleiben und er also bei Abzahlung der Anleihe me/sr zurückbekommt als 
er zum Pfande einlegte. Damit hier die Bank gesichert sei und dieser Aus- 
weg wieder nicht etwa von den Geldhändlern benutzt werde, sondern nur 
den Sparenden zu Gute komme, mülste die Bank auf Scheine nur bis zu 
Zweidrittel ihres Nennwerths Geld leihen. Das übrige Eindrittheil deckt die 
Zinsen nebst dem Zinse von Zinsen auf mehr als 7 Jahre: und folglich, selbst 


wenn die Zinsen der Anleihe ansbleiben sollten, ist die Bank gesichert. So- 
bald das innebehaltene Drittel die etwa ausgebliebenen Zinsen erschöpft hat, 
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würden die Papiere der Bank verfallen. Die Bank mülste zur Bequemlich- 
keit der Theilnehmer Zweiybanken haben, etwa an den Hauptorten der Re- 
oierungsbezirke. Es können also die Sparpapiere zunächst zum Verkauf 
nicht an die Börse kommen. 

Über den Nennwerth können die Sparpapiere ebenfalls nicht steigen: 
denn Niemand wird dafür mehr bezahlen, wenn er sie in den Staalscassen 
für den blofsen Nennwerth haben kann. Also auch zum Ankauf können die 
Sparscheine nicht an die Börse gelangen; und folglich sind sie überhaupt kein 
Gegenstand für dieselbe. Dem Geldhandel können in der That immer nur 
diejenigen verzinslichen Papiere anheimfallen, welche in den Staalscassen nzch/ 
zu ihrem vollen Nennwerth angenommen und von denselben eben so wieder 
ausgegeben werden; was bei den Sparpapieren der Fall ist. 

Drittens könnte man fürchten, Diejenigen, welche stels eine bedeutende 
Summe bereit haben müssen, z. B. Geldhändler, Notare. Fabrikbesitzer u. s. w. 
würden die Sparpapiere an sich ziehen, um auch für die kurze Zeit, welche 
das Geld liegen bleiben mufs, die Zinsen nicht zu verlieren. 

Aber für Diese grade am wenigsten würden sich die Sparpapiere eignen: 
denn beim Ausgeben würden sie nicht immer willige Nehmer finden, und durch 
beständiges Anleihen bei der Bank würden sie mehr Mühe und selbst Zinsen 
verlieren, als sie zu gewinnen hoffen; auch erlangen sie von den Sparpapieren 
nur dann erst einen Kr’rag, wenn sie dieselben wenigstens ern halbes Jahr 
an sich behalten. Wäre es indessen wirklich auch anders, und die Genannten 
fänden bei den Sparscheinen dennoch ihren Vortheil, so würde dies, wie sich 
sogleich bei dem nächstfolgenden Einwande zeigen wird, für die Anordnung 
der Sparbank keinesweges nachtheilig, sondern vielmehr vortherlhaft und es 
würde nur zu wünschen sein, dafs die Summe, welche die Genannten etwa 
an sich ziehen, gröfser wäre. als sie es doch wahrscheinlich zusammen nur 
sein würde. 

Viertens. Eine weitere Befürchtung ist, die Reichen möchten die Spar- 
papiere in Beschlag nehmen und den Ärmeren nichts davon übrig lassen. 

Aber zunächst ist diese Befürchtung, rücksichtlich aller Derer, welche 
von ihren Renten leben, unrichtig: aus dem einfachen Grunde, dafs die 
Rentner nicht ihren Vorthe:l dabei finden, sondern sich selbst schaden würden. 
Wenn nemlich Jemand aus seinem Geldbesitze durch Sparpapiere seine Renten 
ziehen wollte, so könnte er es, da die Zinsen der Sparpapiere nicht ausge- 


zahlt, sondern zu der Stammsumme geschlagen werden, nur auf die Weise 
Crelle’s Journal £. d. M. Bd. XXXIX. Heft 3. 28 
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thun, dafs er von den erkauften Papieren halbjährlich den den verlangten 
Zinsen gleichen T’heel wieder verkaufte; wobei er dann natürlich so zu rechnen 
hätte, dafs nach einer bestimmten Reihe von Jahren der unterdefs gestiegene 
Werth desjenigen Teils der Sparscheine, die er noch übrig behalten hat, 
noch eben so veel beträgt, als die Anfangs für sämmtliche Papiere bezahlte 
Summe; denn sonst würde er an seinem Vermögen verloren haben. Nun 
zeigen die Berechnungen in (#. 1. der Beilagen), dafs auf diese Weise Der, 
welcher die Rente 5 Jahre lang ziehen will, halbjährlich nur etwa 1,515 vom 
Hundert, wer sie 10 Jahre lang ziehen will 1.531, 15 Jahre lang 1,555 und 
22 Jahre lang 1,559 v. H. halbjährliche Zinsen aus den Sparpapieren erlangen 
kann, und zwar wenn er ursprünglich ausgegebene Sparpapiere kauft, um 
den nölhigen Theil davon allmälig für ihren steigenden Werth zu verkaufen. 
Kauft man ältere Sparscheine, so ist das Ergebnifs etwas vortheilhafter. Zum 
Beispiel, wer von 17 Jahr alten Sparpapieren 5 Jahre lang den verhältnifs- 
mälsigen Theil verkauft, kann dadurch 1,578 v. H. halbjährliche Zinsen er- 
zielen; aber doch immer nicht viel mehr als 3 v. H. jährlich; überhaupt offenbar 
nze volle 34 v. H. jährliche Zinsen, weil es an sich selbst nicht möglich ist, 
dafs die Sparscheine ein Mehreres abwerfen, als die 34 v. H. Zinsen, welche 
ihnen berechnet werden, von welchen aber noch die Kosten der Verwaltung 
abgehen. Aber Niemand wird warlich mit noch nicht 34 v.H. jährlichen Zinsen 
vorlieb nehmen, wenn er durch eben so sichere Geldpapiere, z. B. jedenfalls 
durch Eisenbahn - Vorantheilsscheine, und selbst durch Staatsschuldscheine, so 
lange sie nicht ihren vollen Nennwerth kosten, £v. H. und mehr erlangen 
kann. Mithin werden im Allgemeinen zuverläfstg Rentner und Reiche kei- 
nesweges vorzugsweise Sparscheine kaufen, sondern ihr Geld anders und 
einträglicher benutzen. Es könnte allerdings hie und da einen Reichen, der 
die Zinsen zur Stammsumme schlagen well, z. B. um seinen Erben eine durch 
Zinsen aufgehäufte Summe zu hinterlassen, angenehm sein, dals die Sparcasse 
es stalt seiner thue, und es könnte also sein, dafs so auch gröfsere Summen 
in Sparscheinen angelegt würden. Aber mag dies, auch in bedeutendem 
Maaflse, wirklich so sein, so spricht die Befürchtung, dafs überhaupt Reiche 
bedeutende Summen von Sparscheinen in Beschlag nehmen möchten, gar nicht 
gegen die Anordnung der Sparbank, sondern vielmehr grade für dieselbe, 
und es wäre sogar sehr zu wünschen, dals Reiche recht vwzele Sparpapiere 
kaufen möchten; man dürfte dann nur, wenn sie z. B. die ganzen obigen 


10 Millionen Thaler an sich nähmen, für die Armern noch einige neue Millionen 
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ausgeben. Denn je mehr Geld die Bank in die Hände bekommt, je mehr 
kann sie auf Äcker, Grundstücke u. s. w. in der in ($. 13.) beschriebenen 
Weise, nemlich auf allmälıge Zurückzahlung durch erhöhte Zinsen, ausleihen: 
und diese ihre nützliche Wirkung ist, wie schon oben bemerkt, noch eben so 
grofs, als ihre übrige Wirkung; selbst, mittelbar, auch für die Armen. Denn 
wenn insbesondere dem Mittelstande aufgeholfen wird, so wird auch den Armen 
geholfen. Wird der Mittelstand zuletzt arm, so wird der Arme noch ärmer. 
So ist es denn auch oben (in Drittens), statt davon Nachtheil zu fürchten, 
vielmehr zu wünschen, dafs auch grofse Geschäftsleute recht viele Spar- 
papiere kaufen möchten. 


Fünftens könnte man vielleicht sagen: durch die Millionen Sparscheine 
würde die Masse der umlaufenden Papiere um eben so viele Millionen ver- 
mehrt,. und die Uberschwemmung des Landes mit Geldpapieren sei ein grofses 


g 
Übel; welches Letztere auch ganz richtig ist. 

Aber dieser Einwand ist übererlt und grade zu unrichtig. Die Masse 
der umlaufenden Geldpapiere wird durch die Sparscheine nicht um Einen Thaler 
vergröfsert. Kauft nemlich die Bank für das für die Sparscheine eingenommene 
Geld Staatsschuldscheine, so zieht sie dadurch grade eben so viel Papier aus 
dem Umlauf heraus, als sie durch ihre Scheine hineinbringt. Eben so verhält 
es sich, wenn sie Eisenbahnscheine oder andere zinstragende Papiere kauft. 
Leiht sze, statt dafs es einzelne Geldbesitzer thun, Geld auf werthfeste Pfänder. 
so tilgt sie dadurch eben so viele Schuldscheine der Schuldner; wobei aber 
der Schuldner den Vortheil hat, dafs er nicht mehr den Launen der einzelnen 
Gläubiger ausgesetzt, sondern dafs die Bank sein Gläubiger ist, die ihn niemals 
drängt, so lange er ihr richtig die Zinsen zahlt; so wie den zweiten Vortheil, 
dafs er durch um etwas erhöhete Zinsen seine Schuld allmälig tilgen kann. 
Die Sparbank vergröfsert keinesweges die Masse der umlaufenden Geldpapiere: 
sie thut, wie schon weiter oben bemerkt, nichts weiter, als einen Theil der- 
selben gleichsam in ihre Scheine zu verwandeln; und zwar mit dem Vortheil 
für die Armen, dafs dadurch auch diesen der Genufs von Zinsen, die sonst 
nur den Geldbesitzern allein zu Gute kommen, zugänglich gemacht wird. 


Der fünfte Einwand. wenn er elwa gemacht werden sollte, ist also 


völlig unrichtig. 


Sechstens endlich, könnte man fürchten, die Sparbank würde im Kriege 


weniger sicher sein, als die gewöhnlichen Sparcassen, und sie würde dann 
25 * 
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mit Anleihen auf Sparscheine, bis zu Zweidriltel ihres Nennwerths, für Summen 
in Anspruch genommen werden, welche sie nicht herbeizuschaffen vermag. 
Hierauf ist zunächst zu bemerken, dafs auch die gewöhnlichen Spar- 
cassen in der Regel den Einlegern nicht unbedingt baar Geld zurückgeben, 
sondern. sobald die Einlage eine gewisse Summe übersteigt, z. B. 25 Thlr.. 
auf diese Summe lautende verzinsliche Papiere, an welchen die Besitzer sogar 
schon 2m Frieden Verluste haben können, deren Preis im Kriege aber gar 
tief fallen kann. Auch können die gewöhnlichen Sparcassen im Kriege leicht 
unfähig werden, alle Ansprüche an sie augenblicklich zu befriedigen, weil sie 
niemals und bei weitem nicht die ganze Einlage vorrälhig halten können, 
sondern. um die Zinsen zu gewinnen, nolhwendig den gröfsten Theil davon 
austhun müssen. In den gewöhnlichen Spareassen können also die Einleger 
sogar schon im Frieden verlieren; anders wie in der Sparbank. Im Kriege 
aber sind sie wohl warlich nicht sicherer als eine grolse Bank. die unter 
unmittelbarer Aufsicht des Staats und der Volksvertrelung steht. Das Übel 
trifft aber bei den gewöhnlichen Sparcassen insbesondere grade die Weniger- 
besitzenden; denn mit gröfseren Summen gehen sie nicht um. Die Sparbank 
dageoen,. wenn sie sich beim Ausleihen gehörig darauf vorbereitet, wird Jenen 
mit ihren grofsen Mitteln. immer auch im Kriege noch gerecht werden und 
vegen sie die Verbindlichkeit erfüllen können, ihnen bis zu 100 Thalern ihre 
Papiere einzulösen. Denn man erinnere sich, dafs die Sparbank, aufser den 
Kosten ihrer Verwaltung. gar keine verbindlichen stehenden Ausgaben hat, 
sondern dafs ihr Geschäft blofs darin besteht, die Zinsen des für die Spar- 
scheine eineenommenen Geldes einzuziehen und dieselben wieder auf Zinsen 
auszuleihen. Wenn sie also mit dem Ausieihen während des Krieges und 
schon vor demselben innehält, so kommt sie durch die eingenommenen Zinsen 
bald in den Besitz bedeutender baarer Mittel. um den Wenigerbesitzenden 
ihre Sparscheine bis zu 100 Thaler, wenn sie es verlangen, einzulösen; und 
auch wohl. um den Mehrbesitzenden Anleihen bis zu Zweidrittel des Nenn- 
werihs der Scheine zu gewähren. Wären z. B. die oben angenommenen 
IO Millionen Thaler Sparscheine in Umlauf, so hat die Bank schon im An- 
fange des Umlaufs halbjährlich 200 000 Thaler, also jährlich 400 000 Thaler 
ın Zinsen baar einzunehmen und. wenn sie schon eine Reihe von Jahren 
bestand. noch mehr; nach 22 Jahren sogar das Doppelte. Mit diesen Mitteln 


kann sie schon im Falle der Noth den Besitzern der Sparscheine bedeutend 


helfen. Freilich nur so lange, als die Zensen der Sparbank nicht ausbleiben. 
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Aber dies geschieht denn doch bei den Staatsschuldscheinen und den Eisenbahn- 
Voranlheilsscheinen erst im dufsersten Fall; und in diesem Fall ist es auch 
um die Sicherheit und die Zahlungsfähigkeit der gewöhnlichen Sparcassen ge- 
schehen. Für Das, was die Bank auf Grundstücke ausgeliehen hat. kann sie. 
sobald die Zinsen ausbleiben, diese in Anspruch nehmen. 

Aber es giebt noch ein anderes Mittel, die Sparbankscheine im Krveye 
in ihrem Werth zu erhalten und sie vor den Preisschwankungen und der 
Börse zu bewahren. Man darf nemlich nur Allen, welche an die Staatscassen 
Zahlungen zu machen haben, Das was in Friedenszeiten ihrem freien Willen 
überlassen ist, nemlich einen T’rerl der Zahlungen, statt baar, in Sparscheinen 
zu leisten, für Kriegeszeiten zur Pflicht machen (worüber sich auch warlieh 
Niemand zu beschweren Ursach haben würde), dagegen die Ausgabe der Spar- 
scheine, in so weit es für den Zweck nöthig sich zeigt, beschränken. Dann 
sind die Zahlungspflichligen genöthigt, die Sparscheine aulzukaufen, und die 
Besitzer derselben, welche aus Besorgnifs sie zu verkaufen wünschen, finden 
dazu Gelegenheit, ohne zur Verschleuderung gezwungen zu sein. Die in die 
Staatscassen zurückfliefsenden Sparscheine geben dieselben, wenn sie zu sehr 
durch sie belästigt werden, wie immer, vollwerthig wieder aus; und da dies 
nicht grade an die Zahlungspflichligen geschieht. so haben die Empfänger 
immer wieder Gelegenheit, die Scheine, wenn sie wollen, an Jene zum vollen 
Werth abzusetzen. Es kommt nur darauf an, die Sparscheine auch im Kriege 
so vn Umlauf zu erhalten. dafs die jeweiligen Besitzer nichts daran ver- 
lieren; und dies würde durch die beschriebene Maafsregel erreicht werden. 
Dieses Mittel aber steht den gewöhnlichen Sparcassen durchaus nicht zu Gebot; 
und also hat die Sparbank awch vom Kriege vor den gewöhnlichen Sparcassen 
einen entschiedenen und bedeutenden Vorzug. und bei weilem mehr Sicherheit 
als diese. 


Da auf solche Weise alle obigen Einwände, welche elwa geven die 


F 
Sparbank gemacht werden möchten, entweder unbegründet sind. oder auf die 
angezeigte Weise gehoben werden können, andere Einwände aber, aus dem 
Gesichtspuncte des Gemeinwohls, wie es scheint. nicht weiter vorhanden sind: 
so wäre es, wegen des oben nachgewiesenen grofsen und mannichfachen 
Nutzens der beschriebenen Sparbank für das Gemeinwohl, und besonders für 
die Ärmeren und für die mittleren Classen, in der That sehr zu wünschen. 


dafs man darauf Rücksicht nähme und sie ins Leben brächte 
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Beilagen zu der Abhandlung über Sparcassen. 


Enthaltend die Formeln und Rechnungen, welche die Zahlen- Angaben in der Abhandlung 





begründen. 
A. 
I. Wenn x den halbjährigen Zins von 1 bezeichnet und der Zins 


immer wieder zu dem wachsenden Bestande e geschlagen wird. so wird dieser 
Bestand jedes halbe Jahr 1--z mal so grofs und beträgt also nach r halben 
Jahren: 
. = (di+B) 
Il. Dieses giebt für x = 0,0175, das heifst für 34 v. H. jährliche 
Zinsen, halbjährlich mit 13 v. H. zahlbar, und für n—=20, 
2. Cu —= 1,414778; 


dagegen für x — 0,02 oder 4 v. H. jährliche Zinsen, mit 2 v. H. halbjährlich 





zahlbar, und für 2 = 20: 
3. 6 = 1,485937 ; 

so dafs also aus 1 Million Thaler in 10 Jahren durch 4 v. H. Zinsen 
I 485 937 — 1414775 = 71159 Thlr. mehr aufgehäuft werden, als durch 
34 v. H. Zinsen; wie es in ($. 17.) angegeben ist. 

ıll. Für eine 22 Jahre lang fortgesetzte Anhäufung von Zinsen von 
| Mill. Thaler finden sich für den jährlichen Zinsfufs von 34, 3%, 4, 41, 44, 
I; und 5 v. H., mit der Hälfte davon halbjährlich zahlbar, also für n = 44 
und der Reihe nach für z = 0,0175, 0.018575. 0.02, 0.02125. 0.0225, 
0.02375 und 0,025 die ebenfalls in ($. 17.), dort etwas weiter oben an- 


oegebenen Zahlen. 


Wenn man nach (1.) berechnet, was durch Anhäufung von 2 v. HN. 
halbjährlichen Zins auf Zins die erste der ausgegebenen 10 Mill. Thaler in 
22 Jahren, die zweite in 214 Jahren, die dritte in 21 Jahren u. s. w. ein- 
trägt, und davon (eben so berechnet) Das abzieht, was die Sparscheine weg- 
nehmen, die zusammen mit den Verwaltungskosten, 15 v. H. halbjährliche Zinsen 
erfordern: so findet sich, dafs 22 Jahre nach Ausgabe der ersten Million Thaler 
ein Überschufs von 2 030 617 Thlr. bleibt: wie es ($. 17.) angiebt. 
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B. 

I. Der steigende Werth der Sparscheine läfst sich auf zweierlei Art 
linden. 

Erste Art. Von Dem, was der halbjährliche Zins z von 1 durch die 
Aufhäufung der Zinsen giebt, mufs jedes halbe Jahr ein gleich grofser Betrag 
zu den Kosten der Verwaltung abgezogen werden; von welchem anzunehmen 
ist, dafs er sich wie die Nennsumme der ausgegebenen Scheine verhalte. 
Dieser Betrag möge für die Nennsumme 1 durch A bezeichnet werden. der 
allmälig steigende Bestand der Gasse aber durch &, &. &. .... e,. Alsdann 


n 


verhält es sich wie folgt. 


Am Ende des Also der weiter zinstragende Bestand 


Ist die Kinnahme 








Halbjahrs der Casse: 
l a z—k e = 1+r—k 
2 2... 3(4+2-h)—h eg, =1+23—hk+(142)(3—k) 
— (14.2) (2—k) 142)? 
7 14 N 
 , A+z)’—1 1 1l+z 
BEFE [4 ey] = it E- (sh) ++2)°(2—k) 
— (142z)’(z—k 14+2)’—1 
+2)" (2—h) 4, Ha Zu PER 


_ 








1+2)’—1 
z[1+! 2 (@—k) | = a Ein -k) + (1+2)'(2—k) 


nt (4a) N 





Und so weiter. 


Hieraus folgt, dafs für n halbe Jahre 


en ER ; 


nn 





4. 





ist. Und dies ist der steigende Werth der Sparpapiere. 


Zweite Art. Man stelle sich vor, die Casse lege die Kosten der 
Verwaltung halbjährlich mit Ak aus: so mufs sie aus Dem, was aus dem Zinse x 


nr 


in 2 halben Jahren aufgehäuft wird, folglich nach (1.) aus e, — (1-- 2)", die 
gesammten ausgelegten Kosten, und zwar ebenfalls mit Zins vom Zinse, zurück- 
erhalten. Für die Auslage k am Ende des ersten halben Jahres mufs sie 
also nach » halben Jahren nach (1.) k(1-+-2)""", für die Auslage k am Ende 


des zweiten halben Jahres k(1-+2)""", für die Auslage % am Ende des dritten 
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halben Jahres A(1--2)”"”" u. s. w. zurückerhalten. zusammen also am Ende 


von n halben Jahren: 


5. kld+ey+AtR 4er +44 
I+2 . l zz)" — 
_ At _ „A4zV—1 





A+2)—1 3 
Diese Summe ist von der e„—(1--2)”, welche oAne Kosten der Ver- 


waltung aufgehäuft werden würde, abzuziehen: was übrig bleibt, ist der steigende 


Werth &, der Sparscheine. Also ist 


’ h n = | r k } ! 
6. 143 14) = + 1-44 


i 


1 ET; 


> 
nu 





eanz wie in (4.). 
Nach der Formel (6. oder 4.) ist die zu ($. 10.) beigegebene Taf. 1. 





für n=1. 2.3... . . bis 45 berechnet. 
ll. Für n= 100, 120 und 132, also für 50, 60 und 66 Jahre alte 
Sparscheine, giebt die Formel (4. oder 6.) nahe zu 20, =5, &,=7 und 


8: wie es ($. 11.) aussagt. 


132 — 


Ü. 
I. Wer jedes halbe Jahr 1 in Sparscheinen zurücklegt, hat nach n halben 


Jahren einen Geldwerth E& in Sparscheinen von 
. E=a+&4+8%....+8, 


beisammen. Dieses giebt, da zufolge (4. und 6.) 


0 Her nl) = tert 


— 2 +(1-2)1+2) is: 


Di 
nn 





i nk k , “ | | a 1? / 
E : = +(-Z)[44+ 8" +44 3)" +(1-+2) ++ (1- z)] 


>’ 


oder 


9. E nk (1 an 12) (1-+2)" —1 





nv 


— # 14-2) +-)d42 0. 


ll. Da in ($. 10.) A=4 v. H. und z=1} v. H. gesetzt worden 


h l | 100 400 h 6 
10. id } und Pe a I-- —%; 
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also ist nach (9.) 


r 6 er rn 
E = 4n4—-—-(1,0175" —1) oder 


11. E= }n--49,8367 (1.0175” — 1). 

Ill. Dies giebt für n=3717, 60, SO. 100 und 120: E-=—- 50.143: 
99,866; 161.257; 246,931 und 366,957; so dafs durch halbjährliches Zu- 
rücklegen von 1 Thaler Sparscheinen, 18}, 30, 40, 50 und 60 Jahre lang nahe- 
bei 50, 100, 161, 247 und 367 Thaler aufgehäuft werden; wie es in ($. 11. 3.) 
angegeben ist. 

IV. Für 2=90 giebt (11.) E== 200,511; so dafs also Jemand. der 
jährlich 1 v.H., halbjährlich durch 4 v. H. in Sparscheinen anlegt, nach 45 Jahren 











die Summe 1 beisammen hat; wie es ($. 14.) aussagt. 


D. 


I. Wenn die Bank zu erhöheten halbjährlichen Zinsen Z von 1 Geld 
auf die Bedingung ausleiht, dafs nach rn halben Jahren gar nichts mehr von 
der Anleihe zurückzuzahlen sei, und früher, nach »r halben Jahren. nur Das. 
was noch nicht durch die uähten Zinsen abgetragen worden ist: so mufs 
sie aus den erhöheten Zinsen Z, welche sie jedes halbe Jahr einnimmt und 
welche sie, etwa auf die gewöhnliche Weise, unter dem Beding der vollen 
Rückzahlung, zu x halbjährlichen Zins ausleiht und davon den Zins vom Zinse 
aufhäuft. zuletzt im Ganzen eben so viel eingenommen haben, als wenn sie 
das Geld auf die gewöhnliche Art, unter dem Beding der vollen Rückzahlung. 
zum halbjährlichen Zinsfufs & ausgethan hätte. 


II. Die erhöheten Zinsen Z, welche am Ende des ersten halben Jahres 
vezahlt wurden, sind nun am Ende des „ten halben Jahres durch den aufge- 
häuften halbjährlichen Zins z bis zu Z.(1-- 2)""" angewachsen; die Zinsen Z, 
welche am Ende des zweiten halben Jahres gezahlt wurden, sind am Ende 
des nten halben Jahres zu Z.(1--2)""" geworden; und so weiter. Überhaupt 
also sind durch die IN Zahlung Z: 


12. ZA Ht 2 HH HH ++) +1] 


z (1+2)”—1 z (1+2)" — 
ern 2: = L.: 
(1+2)—1 z 








angesammelt worden. 
Andrerseits würde die Bank, wenn sie die 1 zum halbjährlichen Zinse 2 
auf nhalbe Jahre unter der Bedingung der vollen Zurückzahlung der Anleihe 1 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIX. Heft 3. 29 
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auseeliehen hälte, am Ende der n halben Jahre 
13. (1-+2)" 
eingenommen haben: also mufs, da beide Arten der Ausleihung das gleiche 


Ergebnils haben müssen, 





— 


sein: woraus 


i P 1+:)” 
15. I — 2- | En. 
(+2) —1 
folgt. Dieser Ausdruck von Z giebt 
; (1+2)” | z 
16 Ze 
“ A1-+27 —1 A-3277 1 


Ill. Hieraus folgt, dafs die Zulage Z—x zu dem gewöhnlichen Zins- 








iulse x es ist, durch welche die, sonst am Ende der n halben Jahre zurück- 
zuzahlende Anleihe 1 aufgesammelt wird: denn Z—z, n halbe Jahre lang 
bezahlt, tragen zufolge (12.) 


u v „’ A+237—1 % (1-+2)" —1 
1. BR) z A+z2r 1 % 








ein. Also die gewöhnlichen Zinsen s müssen grade um so viel erhöht werden, 
es mufs zu denselben grade so viel zugelegt werden, dafs aus der Zulage 
durch Zins vom Zinse in n halben Jahren die sonst zurückzuzahlenden 1 auf- 
oehäuft werden; so dafs der Gläubiger am Ende der n halben Jahre die 1, 
statt sie auf einmal zu empfangen, durch die aufgesammelten Zinsen erhält; 
wie es auch an sich klar ist. 

IV. Wenn die Zahlung der erhöheten Zinsen nicht », sondern nur 
ın halbe Jahre lang fortgesetzt wird, so werden dadurch nach (12.) nur 





18 7.443" -1 


angesammelt. Wird dagegen die Anleihe 1, unter dem Beding der vollen Rück- 

gabe nach »n halben Jahren, zu dem Zinsfuls & ausgethan, so würden dadurch, 

mit Einschlufs der vollen zurückzuzahlenden Anleihe 1, nach nr halben Jahren 
19. (1-+2)” 

aufgehäuft werden. Letzteres ist Das, was die Bank wirklich zu den Spar- 

scheinen eingenommen haben mufs: also mufs ihr, wenn sie zu den erhöheten 


Zinsen Z ausleiht. nach »r halben Jahren noch der T’heel 


ern | P 2, m __4 
0. T= (4.27 zZ. 
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von der Anleihe zurückgezahlt werden. Dies thul, wenn man aus (15.) den 
Ausdruck von Z selzt: 








arm I en RI ni --— 2)" | er 
(1- nz —AdF+3 2)" — “(A Hr Kae ((1- —1)(1 1 — —) 1 odeı 
. A (1+2)” —1 
1. T=- 1-0 


V. Das Nemliche ergiebt sich (wie gehörig), wenn man, nach (111.). 
auf die andere Art erwägt, dafs die Zulage Z—x zu den Zinsen x es ist. 
durch welche die Anleihe 1 in » halben Jahren getilgt oder allmälie zurück- 
vezahlt wird. Denn durch Z— 2 wird in »n halben Jahren nach (12.) 


a: RN. one 


.' 


oder. den Ausdruck von Z—z aus (16.) gesetzt. 


= d+tami __ (ia) 
23. a, 


(+2) —1 z dt." —1 
aufgesammelt. Die Bank mufs aber auch schon nach zn halben Jahren die 











volle Anleihe 1 zurückbekommen: also mufs ihr von derselben noch der T%eil 


I 4. da 
u a 


zurückgezahlt werden: was derselbe Ausdruck von T ist, wie (21.). 





Für m—n ist T=0, so dafs nach n halben Jahren, wie gehörig. 
n:chts weiter von der Anleihe zurückzuzahlen ist. 
VI. Nach (22.) wird T auch durch 


g. . 





5 T=-1-2-9[.72 


ausgedrückt. Nach dieser Formel (25.) ist die dem ($. 14.) beigegebene 
Tafel II. berechnet, und zwar für eine Zulage Z— x von 4, 3, 1, 1}, 14. 
I3 und 2 v. H. zu den gewöhnlichen =? v. H. halbjährlichen Zinsen, also 
für z= 0.02 und Z— 2 = 0,005, 0,0075, 0.01, 0,0125, 0.015. 0.0175. 
und 0.02. 

VI. Da die Bank auch dann, wenn die Zahlung der erhöheten Zinsen Z 


schon nach »n halben Jahren aufhört, durch Das, was sie dann aus den erhöhten 








zq“ 27 y—1 - a 
Zinsen aufgesammelt hat, nemlich durch Z 12 (18.),. zusammen mit dem 


ihr von der Anleihe noch zurückzuzahlenden Theil T = (1- 5. Be Aa 


. 


nv 


ganz eben so viel einnimmt, als wenn sie die Anleihe 1 auf die gewöhnliche 
29 * 
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Weise, unter dem Beding der vollen Rückgabe, zu den nzcht erhöhten Zinsen 2 
auf »n halbe Jahre ausgeliehen hätte, nemlich (1--2)” (19.): so ist sie keines- 
weges etwa darauf beschränkt, die erhöheten Zinsen Z selbst nur auf die 
sewöhnliche Weise, zu den Zinsen %$, unter dem Beding der vollen Rück- 
zahlung auszuthun, sondern sie kann auch eben sowohl wieder die erhöheten 
Zinsen, eben wie die Anleihe 1 selbst, zu erhöheten Zinsen auf allınälige 
Rückzahlung ausleihen. Der Erfolg von beiden Arten der Ausleihung ist für 
sie der nemliche; wie es ($. 14.) am Schlusse aussagt. 


E. 


I. Wenn Jemand aus Sparpapieren fortlaufende Zinsen, jedes halbe 
Jahr von glerch hohem Betrage, ziehen wollte, so könnte er dies auf folgende 
Weise bewerkstelligen. 

Er kaufe nemlich für die Summe. von welcher er die Zinsen ziehen 
will und welche durch 1 bezeichnet werden mag, Sparpapiere. Sind dieselben 


' e i 1 ” 
ın halbe Jahre alt. so wird er für die baaren 1 deren — bekommen. Will er 


m 


nun von den baaren 1 halbjährlich die gleechen Zinsen x ziehen. so muls er 


KL s , ‘ ’ 
nach dem ersten halben Jahre — Sparpapiere verkaufen; denn diese sind 


c 
Cm-+1 





baare x werth: nach dem zweiten halben Jahre „ nach dem dritten halben 


m-+-? 

















E Be 
Jahre u. 5. w.. nach dem na — mten halben Jahre — — —, zusammen 
Em+3 Em+n—m En 
also 
\ # 8% x | we me ur 
26. ne oo. — z|— — ne | — |; 
Em+1 Em +2 En +3 €] -Em Em 1 Em m. eu j 


welches der Kürze wegen durch 


= a " 


- 





Em+i,n 
bezeichnet werden mag. Aber die ursprünglich angelegten 1 dürfen nicht 


, : i r 1 
vermindert worden sein. Es müssen also nach na — m halben Jahren noch — 


En 

Sparpapiere übrig bleiben; denn diese sind 1 baar werth, und folglich dürfen 
zusammen nur verkauft worden sein: 

28. m en x» 


£ 
Em MR Em +1,n 








Hieraus folgt 
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| 1 
29. Fr - - 
x 
Em-+I,n 


und dies sind die halbjährlichen, gleich hohen Zinsen. 


weise erzielen lassen. 
Für n=0, oder wenn man ursprünglich 
kauft, deren Nennwerth 2,==1 ist, giebt (29.) 
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welche sich möglicher- 


auseeoebene Sparscheine 


58 





er 
30. Tr == — 
er 
Ein 
II. Die Werthe von &, &, &, .... bis &, zeigt die zweite Spalte 
in Taf. II. Danach berechnet ist 
fürn = 10 20 30 40 44 halbe oder 
> 10 15 20 22 ganze Jahre: 
1 
31. — = 0,860303  0,737725  0,630812  0,538065  0,504597 
und E —= 9,216956 17,132220 23,909389 29,696343  31,764309. 
l,n 
Desgleichen ist 
1 _ - 
32. — —=0,592099 und = — 3,429148. 
€34 €35,44 
Mit den Zahlen (31.) nach Formel (30.) und mit denen (32.) nach 
Formel (29.) gerechnet, findet sich die in ($. 19. Viertens) angegebene Höhe 


des unter den verschiedenen Umständen zu erlangenden halbjährigen Zins- 


fulses x. 
F\. 
Es ist noch folgendes Einwandes gegen die 
Abhandlung zu gedenken. 


I. 


Zahlen- Angaben in der 


In ($. 4.) ist nemlich angenommen, dafs allmälig, in 5 Jahren. 


für 10 Mill. Thaler Sparscheine in Umlauf gesetzt werden sollen; jedes halbe 


Jahr 1 Million. 


ı v. H. der in Umlauf gesetzten Scheine betragen 
auch hier in der Beilage (B. 1.) der Werth der Sparscheine berechnet: nem- 
lich nach der Bedingung, dafs von dem Ertrage des für die ausgegebenen Spar- 
scheine eingekommenen, der Sparbank überlieferten baaren Geldes ! 


den Verwaltungskosten bestimmt sei. 


In ($. 10.) ist angenommen, dafs die Kosten der Verwaltung 


werden, und danach ist 


v.H. zu 
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Da nun aber im ersten halben Jahre nur erst für 1 Million Thaler Spar- 
scheine im Umlauf sind, so sind am Ende dieses halben Jahres nur 2500 Thlr. 
zu den Verwaltungskosten vorhanden; am Ende des zweiten halben Jahres, 
in welchem 2 Mill. Thlr. Sparscheine im Umlauf sind, erst 5000 Thlr. am Ende 
des dritten halben Jahres erst 7500 Thlr. u. s. w., und erst nach dem 10ten halben 
Jahre, nachdem alle 10 Mill. Thlr. Sparscheine ausgegeben sind, 25 000 Thaler. 

Sollten nun für die Verwaltung gleich vom Anfange an 25000 Thlr. 
halbjährig berechnet werden müssen, so würden am Ende des ersten halben 
Jahres 22 500 Thlr.. am Ende des zweiten halben Jahres 20 000 Thlr., am Ende 
des dritten halben Jahres 17500 Thlr. u. s. w. zu den Verwaltungskosten fehlen; 
und erst am Ende des zehnten halben Jahres nichts mehr. 

Diese Summen müfste dann die Casse ber sich selbst leihen und etwa 
am Ende von 22 Jahren und mit Zins vom Zinse sich zurückbezahlen; und 
zwar mit 2 v. H. halbjährlichen Zinsen, indem das Leihen bei sich selbst dadurch 
seschehen würde, dafs die Casse so viel von ihrem Bestande, als jedesmal 
die Anleihe beträgt, an Andere, von welchen sie 2 v. H. halbjährliche Zinsen 
nehmen würde. weniger ausleiht. 

Das, was auf diese Weise die Gasse nach 22 Jahren sich selbst schulden 
und zurückzuzahlen haben würde. nemlich 22500 Thlr. mit Zins vom Zins 
auf 21} Jahr. 20000 Thlr. eben so auf 21 Jahre, 17500 Thlr. eben so auf 
204 Jahre u. s. w. beträgt, nach der Formel (1.) für z —= 0,02 berechnet, zu- 
sammen 

33. 250259 Thaler. 

Il. Da indessen die Bank, wie in ($. 17.) nachgewiesen, die fast ye- 
wisse Aussicht hat, in 22 Jahren über 2 Mill. Thaler rein zu gewinnen, so 
würde sie sogar diese ganze Summe von 250289 Thaler recht gut über- 
nehmen können, ohne dafs es nölthig wäre, den Sparscheinen deshalb noch 
Etwas abzuziehen; die steigenden Werthe derselben könnten ohne Bedenken 
so bleiben, wie sie in Taf. I. angegeben sind. . 

Aber der Ausfall an dem Gewinn der Bank wird auch gewifs nicht 
so viel betragen, weil die Verwaltung, erstlich, selbst für die ganzen 10 Mill. 
Thaler Sparscheine wahrscheinlich weniger als die vorausgesetzten 50 000 Thlr. 
kosten wird und weil. zweitens, die vollen Kosten der Verwaltung wirklich 
nicht gleich vom Anfange an nöthig sind, sondern die Kosten erst allmälig 
steigen. so wie die Summe der ausgegebenen Scheine zunimmt; wenn aucl. 


nicht im Verhältnifs der Zunahme selbst. so doch um Etwas. Der Ausfall an 
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dem Gewinn wird vielleicht noch nicht die Hälfte der obigen Summe betragen: 
und diese ist gegen den fast gewissen Gewinn der Bank unbedeutend. Aufser- 
dem kommt der Ausfall nur im Anfange der Spar-Einrichtung vor, weiterhin 
niemals mehr. 

Der oben berührte Einwand ändert also an den Aufstellungen in der 
Abhandlung wesentlich nichts. 


Anm. Die in diesen Beilagen aufgestellten Formeln sind unzwei- 
felhaft rechtiy und sicher. Die danach ausgeführten Zahlenrechnungen sind 
wiederholt geprüft und ein irgend bedeutender Fehler findet sich in den- 
selben gewils nicht. Sollte aber etwa die Bank zur Ausführung kommen, so 
würde es gut sein, die Zahlenrechnungen noch einmal zu wiederholen, 
weil es möglich wäre, dafs noch eine oder die andere wenig bedeutende Ziffer 


in den Tafeln geändert werden mülste. 
Berlin, im Juni 1849. 
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Tafel I. 


des Werths der Sparscheine ın Bruchtheilen der Einheit und in Thalern, Silbergroschen und Silber- 
pfennigen, von Scheinen über 1 Thaler, 5 Thaler und 50 Thaler, so wie derselbe halbji ihrlıch durch 3',, 
vom Hundert jährliche, mit 1°/, vom Hundert halbjährlich in Rechnung kommende Zinsen und gleiche n 
Zıns von Zinsen, nach Abzuz von , vom Hundert halbjährlicher Kosten der Verwaltung, steigt. 





Naclı Ist der Werth Und der Werth der Sparscheine: 
Ablaul der Kinheit Über 1 Thaler auf Über5 Thaler auf Über 50 Thaler auf „ 
von gestiegen aul Thlr. Sgr. Spt. Thlr. Sgr. Spf. Thlr. Sgr. Spt. 

ı Jahr ss WEBER. .:: Oo BB... 8 2 3 50 22 6 

{ Jahr  .. 1,030 303 I —- W 5 4 6 1 5 7 5; 
I! Jahren .. 1,045 792 1104 5 6% 523 8 10 + 
2 = - .. 1,061594 ii 1310 59 2 = a2 4 2 
21 - = .. 1,077672 zw sm 3 3 %6 3 r 
3 oe... Ve I 2 10 5 14 3 nn» mi — i 
»2ı - = ..1,110674 ı 3 4 5 16 7 516 — . 
an... Bam I 3.10 5 419 4 ss 1 5 Ö 
4 - - .. 1,144 845 1 4 4 5 21 8 57 193 - 
 ° I 4 10 m 1. 3 8 . 
52 = =... 1,180222 15 4 5 27 —..59 3 ie 
6 = = 2.1198 376 I 5 4 3299 39 27 6 10 
ur 1,216 849 | 8.3 6 2 6 60 25 3 1 
er 1,235 643 ı 37 3 65 4 1 3 6 12 
Bo 1,254 766 — 68 2 2 2 2 13 
er 1,274 224 I 8 3 6 11 4A 68 21 4 1 
ee 1,294 024 i 8 1 6 414 A 64 21 — 15 
ee 1,314 169 I 95 ee = 1. MR 3 16 
a: 1,334 667 wu er m 5. DM — 17 
Be 1.355 519 I 10 7 ‚6m 3, u 3 IS 
1,376 745 ı 1 3 65.5.0685 19 
een 1,398 339 ı 11 41 6 23 °8..69 7 74 20 
1,420 309 I 12 7 3 —-..N1 — 4 71 
Be 1,442 665 3 3 _ a 4, mM 4 22 
2 1,465 411 ıi 3 9 T $ Be S 2 23 
Be 1,488 556 I 14 7 3 3..7724012 9 24 
BB. - 1,512 105 ı 3 4 7 16 10 > 35 — 35 
Tr 1,536 076 I 16 l 7 20 5 6 24 — 96; 
Be 1.560 449 I 16 140 mM — u — 8 37 
Te 1,585 257 1 177 7 27 8 79 7 1 OR 
51 = =... 181050 i 18 4 = 1 5 s0 15 9 99 
6 - - .. 1,636 183 I 19 4 Be 5 3 sı 24 4 30 
164 - - .. 1,662 316 I 19 40 8 9 3 3 3 6 . 
17T - - .. 1,688 906 1 20.8 s 13 4 s4 13 4 = 
Bo. 1.715 963 I 2106 7 04 5323 - 
8 - =... 1743491 I 22 4 8 1 5 7502 2 
18: - - .. 1,171 506 123 2 :  m> 8.8 17 2 9: 
19 - - .. 1,800 003 I 24 — I —- — .. PO —- — - 
191 - = 2... 1,820 003 I 24 10 944.913 & 36 
20 - - .. 1858512 I 5 8 . 89... PR 98 37 
201 = =... 1,888 536 u 913 3..9 2 9 38 
21 - =... 1,919 084 I 27 6 9 1910.98 7 3 
341 = = 2.1950 168 18 5 „m 6... 8 23 10 
22 - - 2. 1,981 797 I 29 5 9 27 3..9 2 8 4 
221 - - .. 2,013 979 :_ —- 8 0 2 — ..00 0 4 








Derjenigen Theile eines Anlehns 100, 
wenn der Schuldner nur 4 vom Hundert 
nur noch zurückzuzahlen sınd, 
statt 4 vom Hundert, 


MUüSSEen, 


einzelnen Jahre 
S jährliche Zinsen, 
oder 4 vom Hundert entrichtet. 


91. Über 


Sparcassen. 


Tafel 1. 


welche statt der ganzen 100, 
jährliche Zinsen zahlt ) 
wenn der Schuldner 5, 


und zwar halbjährlich mit 2' 


1 
29 
93 


2 Yy am . 
2 ı 


5 h, 


Es sind auf Einhundert noch zurückzuzahlen : 


Ma 


dann nach 
6' a 
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(die zurückgegeben werden 


Ablauf deı 
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r ‚ oder 





| Jahr 
2 Jahren 
3 -  - 
erg 
= - 
6 - >» 
en 
ur 
i - - 
2 - - 
3 o- - 
4 - - 
5 - - 
E  - 
7 - - 
Be 
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a 
3 oe 
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> - - 
BE - - 
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wu 
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BE 
en 
a. 
Be» 
er 
rn 
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Ho = 
er 
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Ei 
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Bei 24. v.H. 
halbjähr- 
lıchem Zins 
98,9900 
97.9392 
96,5460 
95,7085 
94,5253 
93,2940 
92,0131 
90,6805 
9,2939 
7,8513 
86,3505 
s4,7891 
3,1646 
s1,4744 
79,7160 
77,8865 
75,9831 
74,0028 
71,9425 
69,7990 
67,5689 
65.2462 
62,8348 
60,3233 
57,7103 
54,9918 
52.1635 
49,2209 
46,1594 
42,9743 
39,6604 
36,2127 
32,6257 
28.8938 
25,0110 
20,9715 
16,7685 
12,3963 
7,8470 
3,1141 
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Nach 
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10 


11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
2 
29 
30 
31 
32 
33 
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I — 
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Bei 23 v.H. 
halbjähr- 
lichem Zins 
98,4850 
96,9088 
95.2690 
93,5628 
91,7879 
89.9410 
88.0196 
S86,0207 
83.9408 
81,7770 
79,5258 
77.1837 
74,7469 
72.2116 
69.5740 
66.8298 
63,9747 
61,0042 
7,9135 
4,6985 
51,3534 
47.8693 
44,2522 
40,4850 
36,5655 
32 4877 
28.2453 
23.8314 
19.2391 
14,4615 
9,4906 
4, 3191 


Nach 


11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 


18 . 


19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 


Be 


Bei 3 v.H. 
halbjähr- 
lichem Zins 


J. 97,9800 
I. 95,8784 


93,6920 
91,4171 
89,0505 
6,5880 
84,0261 
81,3609 
78,5877 
75,1027 
72,7010 
69,5783 
66, 3292 
62, 9488 
59,4320 
99,1791 
51,9662 
48,0056 
43,8850 
39,5980 
35,1379 
30,4924 
25,6695 
20,6467 
15,4207 
9,9536 
4,3271 


—t "0615 Überschufs. 


- —1,8101 Überschufs. 


Nach 


10 


11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 


Bei 31 v.H. 
halbjähr- 
lichem Zins 


J. 97,4750 
. 94,8480 


92,1150 
89,2714 
56,3131 
83,2350 
S0,0326 
76,7011 
73,2346 
69,6254 
65,5763 
61,9729 
57,9115 
93,6560 
49,2900 
44,7164 
39,9578 
35.0070 
29,5569 
24,4975 
18,9224 
13,1155 

7,0869 

0,5084 
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S 
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10 


11 
12 


1 | 
) 


14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
214- —0,7407 Überschufs. 


dB TEUER CE 


Bei 3 ı v.H 
halbjähr- 
lichem Zins 


. 96,9700 
. 93,8176 


90,5379 
87,1256 
83,9798 
79,8820 
76,0392 
72.0414 
67,8866 
63,5540 
59,0515 
>4,3674 
49,4957 
44,4232 
39,14>0 
33.6596 
27,9495 
22,0083 
15,8275 

9,3970 

2,7068 


244- — 2,4256 Überschuls. 


—1,5581 Überschufs. 
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je) 


9 
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11 


12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
191 - 


| 
2. 
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4 

) 


Beistv.H. 
halbjähr- 


lıchem Zins 
. 96,4650 
. 92.7872 


8,9609 
54,9798 
S0,S385 
76,5290 
72.04: ale 
67,3817 
62,5335 
7,4796 
92,2268 
46,7619 
41,0760 
35.1604 
29.0060 
22.6028 
15.9409 

3.0098 

1,7988 


um og u 
wo’ u 
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NND em 


ia SS 


Bei4v.H 
halbjähı 


lıchem Zins 


). 95,9600 
J. 91.7568 


"7.3839 
2.8541 
7=,1011 
13.1760 
68.0522 
H2.T218 
57.1804 
1,405» 
15.1020 
39,1564 
32.6582 
25.8976 
IS.320639 
11,5460 
3.9324 
0,0110 
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1.9152 Überschufs 
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22. 


Über einige allgemeine Eigenschaften der Gleichung, 
von welcher die Theilung der ganzen Lemniscate 


abhangt, nebst Anwendungen derselben 
auf die Zahlentheorie. 


(Als Fortsetzung der Abhandlung No. 19. im vorhergehenden Hefte.) 


(Von Herrn Dr. G@. Eisenstein zu Berlin.) 





S. 4. 


A i i u zNm) LmP 
us dem im vorigen Paragraphen über die Form y = 


der 
1+-mO 
rationalen Function y von x bewiesenen Satze flielsen durch Verallgemeine- 





rung und wiederholte Anwendung desselben fruchtbare Prineipien, mittelst 
welcher sich die Lösung mannigfaltiger wichtiger Probleme über Lemniscaten- 
theilung und deren Anwendung auf die Zahlentheorie bewerkstelligen läfst, 
während sich diesen Problemen auf anderen Wegen, so viel ich sehe, unüber- 
windliche Schwierigkeiten entgegenstellen. 

Zunächst kann man den Satz selbst auf den Fall ausdehnen, wenn an 
die Stelle der complexen und primären Primzahl »» eine beliebige Potenz von 
m geselzt wird; denn da sich p(m’t) in p(mt), p(m’t) in p(m’t) u. s. w. 
alleemein y(m“f) in p/m“”'t) eben so ausdrücken lassen, wie p(ml) in y(f), 
d.h. y in x, so ersieht man durch successive Substitution, dafs g(m“/) von 


l 
) 


j gti tmP 
der Form — 


gr sein wird, wo P und Q ganze ganzzahlige Functionen 


von g(l)—=.x sind; denn man sieht leicht, dafs wenn allgemein f(x) und 
f;(x) irgend zwei ganze ganzzahlige Functionen von x sind, der Quolient 


(y) . r (azP)tmP 
1.) die Form : —— 
f:(>) f:(aP’)+mO 


Durch Multiplication mit dem Nenner ergiebt sich y in der Form 
arm P—0Oy), d.h. p(mt) = p(t’-+mT, und allgemeiner p(m“t) — 





annehmen wird. 


gt) +mT, wo T eine ganze ganzzahlige Function von den Gröfsen y(t), 
g(mt), p(m’t) u. s. w. bis p(m“E) ist. 
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Man wird leicht darauf geführt, bei Gelegenheit der Theilung der Lem- 
niscate für den Divisor 22 den in Rede stehenden Satz auf einen von m ver- 


> s > [ y r& ° 
schiedenen Multiplicator 2 zu übertragen; denn wenn ? von der Form nu hi, 
2 m 


so ist p(nt) zugleich mit Y(f) Wurzel der Gleichung W == 0 für jeden nicht 
durch 2 theilbaren Werth von z, und wenn n primäre Primzahl ist. so läfst 
sich dann (nt) durch Y(f) in der Form Y(t)’-+-nT' ausdrücken, wo 7 eine 
ganze ganzzahlige Function der Wurzeln der Gleichung W—0 (hier von 
zwei Wurzeln) ist; es läfst sich diese Form auch benutzen, um umgekehrt g (1° 
durch Y(nt) in der Form gy(rt)--nT auszudrücken; g ist hier die Norm 
von n. Es ist dabei nicht zu vergessen, dafs man zwar 7 auch durch eine 
einzige Wurzel der Gleichung W==0 ausdrücken kann, dafs aber dann die 
Goöfficienten im Allgemeinen aufhören ganze Zahlen zu sein; für viele Unter- 
suchungen ist es jedoch vortheilhafter, eine Function mehrerer Wurzeln mil 
sanzen Coeflicienten als eine solche von einer einzigen mit gebrochenen Coöf- 
ficienten zu betrachten. 

Man bezeichne durch 2, den Inbegriff der » —1 Wurzeln der Gleichung 


r . rk 0 i 
U —=0 in der schon oben angezogenen Form 4% ( ). und es sei jetzt FA) 
eine beliebige ganze ganzzahlige Function aller oder einiger der py—1 Wur- 
zeln (2,. welche recht gut als Function von 4 allein aufgefafst werden kann. 
also eine Summe von Termen von der Form 


1." a“. az, 


m m m 








wo Ah eine ganze complexe Zahl ist und @,, &,.... «,_, nicht negative ganze 
Exponenten vorstellen. Erhebt man ein solches Polynom Fk) zur gten Po- 
tenz. so kommen in der polynomischen Entwicklung desselben erstlich alle 
Glieder wie 


Y ga, r, kC ga, r ıkC I@p-ı u 
1. ) g( ) ... pe) = 
F F m f m 


vor. Was die übrigen Glieder betrifft, so sind ihre Coefficienten sämmtlich 








} 


" 


durch 4, respective yg theilbar, je nachdem 4 selbst Primzahl oder das Qua- 
drat einer Primzahl, d. h. je nachdem rn, deren Norm g ist, eine zweigliedrige 
oder eine eingliedrige complexe Primzahl vorstellt; in beiden Fällen sind die 
Coöfficienten der übrigen Glieder also durch n theilbar. Vernachlässigt man 
die durch » theilbaren Glieder, so bleiben nur diejenigen von der Form Z’ 


stehen. Man giebt der letzteren Potenz eine einfachere Form, wenn man be- 
30 * 
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merkt, dafs mit Hinweglassung von Gliedern, welche den Factor rn enthalten, 


h statt 4’ und nach obigem Prineip y Ko statt ae td =), rt) statt 


m 











1 Al / ’ . 
Y Y 1.s. w. geselzt werden darf; so erhält man 


nkUNeı UN . (in @p-ı . 
a 0% =” .g Go ) ne (a | —_ 2. 
m m m ’ 


Die Summe aller Glieder von dieser Form giebt aber genan Dasjenige, 
was aus Fk) folgt, wenn überall n%k an die Stelle von %k gesetzt wird, 
also F(nk). 
„Wenn also #'(A) irgend eine ganze ganzzahlige Function der Wurzeln 
„2, vorstellt, so ist immer Fk)’ — F(nk)-nT; wo T eine ähnliche 





„ganze Function, n eine beliebige von »n verschiedene primäre complexe 
„Primzahl und y deren Norm bedeutet.” 
Dieser Salz ist von besonderer Wichtigkeit für Anwendungen auf die Zahlen- 
Iheorie. Man bemerke noch, dafs die Coöfficienten in 7’ von % unabhängig 
sind. Übrigens kann auch n— m, also y—p sein; dann redueirt sich F{nk) 
— F'(mk) —= F'\0) auf eine ganze complexe Zahl und wird gleich dem Coef- 


ficienten 4 desjenigen Gliedes, in welchem sämmtliche Exponenten «,, &, .... @,_, 
der Null gleich sind: also selbst = 0, wenn ein solches Glied nicht vorkommt. 


Dies folgt daraus, dafs g(0O) —=O ist. 

Wenn man die gefundene Gleichung Fk)’ —= F'(nk)--nT wiederholt 
auf beiden Seiten zur glen Potenz erhebt und F'(n’k) statt Fink)’, F(n’k) 
statt F'(n’k)’ u. s. w. setzt, was nach derselben Gleichung erlaubt ist. so er- 
hält man das allgemeinere Resultat 


F(ky" — F(n“k) +nT; 
wo T nicht dieselbe, aber eine ähnliche Function ist wie oben. Statt n“ in 
F‘(n“k) kann man natürlich seinen Rest (mod. m) setzen; ist z.B.n*=1 (mod. m), 
so hat man F'(k)"" —= F(k)-nT. 
Der allgemeine Coöfficient + des Polynoms F\, welcher bisher als ganze 
Zahl angenommen wurde, könnte selbst eine oder mehrere andere Gröfsen 


Z. %os.... In ganzen Verbindungen enthalten. Schreibt man, um diese letzteren 
sichtbar zu machen, Fk; 2,23, ....) statt F'(A), so hat man in diesem Falle: 


\c A Bi > r 
F(k; 21,22 +.) = Fink; 2°, 2, .... JH, 224 -.+.) 


’’ 


F(k; 21, 22, +...) = Fink; 2’, 2... )InT@,2; ....) 


i o) 


u.s.w. Fernere Reductionen bieten sich hier dar, wenn für die Gröfsen 











er 
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ri 


z Wurzeln der Einheit genommen werden, oder auch lemniscatische Func- 
tionen aliquoter Theile des Umfanges €, welche sich auf andere Divisoren m’, 
m, u. s. w. beziehen. Namentlich findet sich, wenn z irgend eine p—Ite 
Wurzel der Einheit, g eine primitive Congruenzwurzel mod. nm, n = g” (mod. ın). 
und F(k; z) von der Form 

F(k;2) = Fk) +2 F(gk) + SF(gh)-+ etc. + 2P”F(g’%k) 


angenommen wird: 
F(k;2)' = Fink; 2’)+-nT(z) = wrFtk;2' 


Dies mag genügen, um die Verallgemeinerung desjenigen Princips zu zeigen. 


1 nT(z ). 


4 


’ . a KONG) nkÜN | 
welches in seiner einfachsten Form durch die Gleichung 4 (— ) —— gl = )- nl 
m m 


dargestellt wird. Unter den zahlreichen Anwendungen desselben will ich nur 
hervorheben, dafs sich mit Hülfe desselben die Divisoren (nämlich die com- 
plexen im gewöhnlichen @aufsischen Sinne) derjenigen Gleichungen voll- 
ständig bestimmen lassen, welchen die Perioden aus den Wurzeln der Glei- 
chung W=-0 oder aus ganzen Functionen dieser Wurzeln Genüge leisten. 
Man erhält auf diese Weise zahlentheorelische Sätze von grofser Allgemein- 
heit, welche denen von Kummer für die Kreistheilung aufgestellten vollkom- 
men analog sind. Was z. B. die Function W selbst betrifft. so hat dieselbe 
aufser den Divisoren 1-2 und »» nur solche Primtheiler, welche = 1 (mod. mn) 
sind, und wenn umgekehrt n eine complexe Primzahl == 1 (mod. m) ist, so hat 
die Congruenz W = 0 (mod. n) p—1 Wurzeln, nämlich so viele als ihr Grad 
beträgt. Ist ferner u für irgend eine primäre complexe Primzahl n der kleinste 


N) i : un y— 
Exponent, der n“== 1 (mod. n) macht, so ist W == dem Producte aus .. 


ganzen ganzzahligen und zrreductibeln Ausdrücken (mod.n) (im Sinne von 


Schoenemann) vom Grade u. Der letztere Satz ist das Analogon zu einem 


zr—1. . ) 
„pin seiner Abhandlung im 31ten 


Bande gegenwärligen Journals bewiesenen Satzes *). 


von Schoenemann über den Ausdruck 








*) Schoenemann hat das Verdienst, zu einer allgemeineren und mehr erschöpfenden 
Auffassungsweise der Probleme über Congruenzen angeregt zu haben, indem er darauf 
aufmerksam machte, dafs neben der gewöhnlichen Frage nach den Wurzeln einer Con- 
gruenz, resp. Lösbarkeit oder Nichtlösbarkeit derselben, welche sich nur auf die Linear- 
factoren bezieht, auch die Factoren höherer Grade eines in Hinsicht auf einen vorge- 
legten Modul zu untersuchenden Ausdrucks berücksichtigt werden müssen. Nachdem der 
genannte Verfasser gezeigt, dafs sich jeder gegebene Ausdruck auf eine und nur eine 
Weise dem Producte irreductibler Factoren congruent setzen läfst, hat er ferner die 
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$. 5. 

Die eben gemachten Auseinandersetzungen bezogen sich auf mod. n, 
eine von zn verschiedene complexe Primzahl, und waren Folgerungen aus dem 
Salze, dafs, mit Vernachlässigung des nfachen einer ganzen Function von Y(t) 
und pint), g(nt) sich auf gl)" und umgekehrt (2)? sich auf g(nt) zu- 
rückführen läfst. Ich kehre jetzt zum Modul »» und zu denjenigen Schlüssen 
zurück, welche sich unmittelbar daran anknüpfen, dafs in der Gleichung 
N — ar -- A, ar + A,2P + etc. —= 0 die Coöfficienten A,, A,, etc. durch 
m theilbare ganze Zahlen sind. Da jede symmetrische ganze ganzzahlige 
Function der Wurzeln sich als ganze ganzzahlige Function dieser Coefficienten 
ausdrücken läfst, so ist jede solche symmetrische Function einer ganzen Zahl 
oleich, welche == O0 (mod. m). Eine Ausnahme macht der Fall, wenn in der 
symmetrischen Function ein Glied vorkommt, welches die Wurzeln gar nicht 
enthält: dann ist die Function dem unabhängigen Gliede congruent (mod. m). 
Z.B., wenn w, w, ww", etc. die sämmtlichen »—1 Wurzeln der Gleichung 


W —0 bezeichnen, so ist ein Product aus »—1 Factoren, wie 


raw nwW + ...)a+aw-aw”-+ elc.)...., 
WO 4, @,, etc. ganze Zahlen sind, = dem unabhängigen Gliede 4” (mod. »); 
ein solches Produet ist also immer = 1 (mod.»») und nie durch » theilbar. 


aufser wenn «4, durch @n theilbar ist. Unter den symmetrischen Functionen ver- 
dienen die Potenzsummen der Wurzeln eine besondere Beachtung. Bezeichnet 
man durch f(x) die Summe der p—1 Grölsen f(w) + fiw)-+f(w")-- etc., 
so ist Fr“ =0 (mod. m), aufser für «—=0; dann ist Fr’ —p—1= —1 
(mod. »r). Wenn demnach f(x) irgend eine ganze ganzzahlige Function von x 
vorstellt, deren constantes Glied = a, so ist Ff\ 2) = (p—1)a=—.a (mod. m). 


Existenz, die Anzahl und die wichtigsten allgemeinen Eigenschaften der irreductibeln 
Congruenzen aller Grade nachgewiesen. — Die von Kummer Seite 107 ff. im 30ten 
Bande des gegenwärtigen Journals gegebenen Sätze müssen der Betrachtungsweise von 
Schoenemann gemäfs ergänzt werden; was keine grofsen Schwierigkeiten darbietet. Setzt 
man »— 1L= ef, und bedeutet « den kleinsten Exponenten, welcher y“==1 (mod. p») macht; 


p nu — I — s 
ferner ı# den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler zwischen / . und = e, so ist 
| l 





die Gleichung vom eten Grade für die Perioden aus f Gliedern, wenn sie als Congruenz 


(mod. 1) aufgefafst wird, genau in & irreductible Ausdrücke vom Grade 3 zerfällbar ; 


7 


einige specielle Werthe der Primzahl 4 geben Ausnahmefälle. Ganz Analoges gilt in 
Bezug auf die Wurzeln der Gleichung W = 0, wenn statt der reellen Primzahl « 
eine complexe » geselzt wird und wenn « den kleinsten Exponenten bedeutet, der 
n“==1 (mod. m) macht; wie ich in einer besondern Abhandlung beweisen werde. „ wird 
immer primar angenommen. 














22 


Eisenstein, zur Lemniscatentheilung. 229 


Die höheren Potenzsummen, von der p—Iten incl. aufwärts, kann man auch 
nach mod. m? bestimmen, von der 2(p—1)ten an nach mod. m’, u. s. w.; denn 
es ist SW —0, also Ex”! — — A, Far” —....—mXa', und da hier 
rechts jedes Glied aufser dem letzten durch »n* theilbar ist, so erhält man 
Zartz= —m(p—1) = m (mod. m’). Ferner ist auch Fe’W — 0, also 
Sartre — — A, Far +“ — etc. =0 (mod. m’), wenn «>>0. Nachdem erst 
einmal bewiesen, dafs alle Potenzsummen, deren Exponent zwischen p —1 
und 2/p —1) liegt, durch m’ theilbar sind, folgt wieder aus der Gleichung 
Sarıtı — — A, Far tt — etc, das Ze) = — m’ (mod. m’) und 
Zr’P)+# —() (mod. m’). So fortfahrend erhält man durch Induction zum 
Resultat, dafs allgemein 
Zr) = (—1)tm’ (mod. m’), Zar ®tre = 0 (mod. m’*') 


für «>0 ist. Aus der eben angewendeten Form 


aPpıtu — — A, art — A, ap "t# _ etc, 
der Gleichung W==0, folgt auch, dafs jede Potenz einer Wurzel derselben, 
deren Exponent —_ p—1 ist, sich als das lache einer ganzen ganzzahligen 


Function dieser Wurzel darstellen läfst. Hieraus geht folgendes Prineip hervor: 
„Wenn x Wurzel der Gleichung W=0 ist und man darf in einer ganzen 
Function von x Vielfache von m weglassen, so ist es auch erlaubt, Potenzen 
von x wegzulassen, oder hinzuzufügen, deren Exponent — p—J1 ist, also 
z. B. nur diejenigen beizubehalten, deren Exponent <—p—1 ist. 

Es ist schon bemerkt worden, dafs, wenn ww eine Wurzel der Gleichung 


,. 


W—-0 bezeichnet, jede andere Wurzel derselben, welche zunächst als ge- 
brochene Function von ww auftritt, auch als ganze Function von w dargestellt 
werden kann; wobei jedoch ein numerischer Nenner nicht zu vermeiden ist. 
Ein solcher numerischer Nenner kann nie durch m theilbar sein*). Es 
sei CE wenn (tl) = x, so Ist in irgend eine zweite 
Wurzel der Gleichung WW 0, wenn n eine ganze complexe Zahl, die weder 
=() noch =1 (mod. x) ist. Man verwandelt die gebrochene Function auf die 
er, (WW fw").... 
fiw) ww) f|w").... 
schreibt; der Nenner ist dann eine symmetrische Function aller Wurzeln, also eine 








bekannte Weise in eine ganze, wenn man sie in der Form 





*) Für eine spätere Gelegenheit behalte ich mir vor, zu beweisen, dals bei der Re- 
duction der ganzen Functionen mehrere Wurzeln der Gleichung W = 0 auf ganze Func- 
tionen einer Wurzel kein anderer Nenner auftreten kann, als eine Potenz von 1-Li. 
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oanze Zahl, die mit 9 bezeichnet werden mag; das Product f(w')f(w").... wird 

einer ganzen ganzzahligen Function von ww gleich und der Zähler erhält die Form 
r . . 1 ! r ! 

4W--4,W—- ...., also der ganze Ausdruck die Form zw aWw-r....): 

- g\ 

wo d,. a, etc. eanze Zahlen sind; man kann immer annehmen, dafs die 

ganze Function von «= in der Parenthese mit Hülfe der Gleichung W —0 auf 

einen Grad <p—1 gebracht ist. Das constante Glied in f(x) ist —=1, also 

ist 9 fle)f(w)fiw").... nach einer obigen Bemerkung =1 (mod. ın) und 
u... wf,(w) 

daher gewils nicht durch >» theilbar. Man kann also b Fund 


Fu) — w —=wF\w) 
selzen, wo F’(w) eine ganze Funclion von w vom Grade p —5 ist. deren 
Coöffieienten zwar gebrochene Zahlen sein können, welche aber sicher nicht 
»ı als Divisor in ihren Nennern enthalten. — Obgleich die Coöfficienten von 
F'(w) sich nicht « preore angeben lassen dürften, so können doch ihre Reste 
in Hinsicht auf mod. 2 auf eine elementare Weise bestimmt werden. Aus 


us ‚(w) . ur > r r 
der Gleichung = — F'(w) oder f,(w) = f(w) F{w) folgt, dafs für einen 
j (w ä 
unbestimmten Werth von @, fi(@) = f{&) Fix) + W.H ist; wo H eine 


soanze Funelion von x mil rationalen Coöfficienten bedeutet, deren Nenner 


ebenfalls nicht den Divisor m enthalten. Man entwickle den Quotienten Ti 
E} 


in eine unendliche Reihe nach Potenzen von x und bringe diese Reihe auf 
die Form R(x)--a’""S(r): R(x) bedeutet den Anfang der Reihe bis zu 
der Potenz x’ inel.,. also eine ganze (geschlossene) Function von .c vom 
Grade p—5, und Ö(.r) eine unendliche Reihe; man erhält dann 


fi(&)=f(z)R(z)+2"S(a)f(le). 


Das Product Ö(r)f(x) muls sich auf einen geschlossenen Ausdruck reduciren. 
da fi x) — f(x) R(x) ein solcher ist. Es lälst sich auch das ganze Problem über 
die Entwicklung des Anfangs R(x) der unendlichen Reihe so auffassen, als 
handelte es sich darum, eine ganze Function A(x) zu bestimmen, von der 
Art, dafs die Differenz f(x) — f(x) R(x) durch x?”' algebraisch theilbar wird. 
Es sei also fi(x) = f(x)R(x)+ar"T(x). Setzt man diesen Werth von 
f(x) in die obige Gleichung, so kommt 


z)R(2) cP"Tlz) = f{e)F(2){-W.H. 
| | 


Setzt man hier für x eine Wurzel w der Gleichung W—=0, so ergiebt sich 
fiw) (F (w) — R(w)) =w’"T(w). R(®) ist nichts anderes als der Anfang 
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p(nt) 
p(t) 


wicklung nur bis zu x?” fortgesetzt werden soll, so kann nach ($.3.) in den 


nach Potenzen von p/f)—= x, und da diese Eni- 





der Entwicklung von 


Nennern der Coöfficienten von R(x) kein Primtheiler vorkommen, dessen 
Norm >p—4, also namentlich nicht der Divisor m, dessen Norm p ist; 
dieser Divisor kann, der Bildung von T(x) gemäls, eben so wenige in den 
Nennern der Coöffiecienten von (x) enthalten sein. Multiplieirt man nun die 
zuletzt gefundene Gleichung auf beiden Seiten mit f(w’)f(w")..... setzt wieder 
das Product f(w)f(w')f(w”).... der ganzen, nicht durch »a theilbaren Zahl 4 
gleich, verwandelt f(w')f(w").... in eine ganze Function von = und dividirt 
endlich durch 9%, so erhält man F{w)— R(w), als das Product aus ww" in 
eine ganze Function von ww dargestellt, deren Coäfficienten rational sind und 
den Divisor zn nzcht in ihren Nennern enthalten. Da nun «w”' dem mfachen 
einer ganzen Function von ww gleich ist, nemlich = — A,w””” — etc. — m, 
so wird F'\w) — R(w) ebenfalls dem »nfachen einer solchen Function gleich. 
In Rücksicht auf die Irreductibilität der Gleichung W==0, und daraus, dafs 
w)— R(w) von niedrigerem Grade als W ist, ergiebt sich, dafs in Hin- 
sicht auf die Coöfficienten F'(x) = R(r) (mod. m) sein mufs. Bisher ist 
angenommen worden, dafs F'{x) zuvor mit Hülfe der Gleichung W 0 auf 
den niedrigsten Grad reducirt worden sei: aber selbst ohne diese Reduction 
würde noch immer derjenige Theil von F’(x), welcher niedrigere Potenzen 
als .v?”' enthält, = (x) (mod. on) sein, da ja bei jener Reduction 0" und 
höhere Potenzen von #, wie schon oben bemerkt, nur auf Glieder führen, 


, s r . : pint) 2. 
die den Factor »» enthalten. „Wenn man also auf irgend eine Art oe für 
„den Fall, dafs p(t)= x eine Wurzel der Gleichung W==0 ist, als ganze 


„Funetion von y(f) ausdrückt, so sind die Coöfficienten derjenigen Potenzen 
„von x in dieser ganzen Function, welche vor x’”' vorhergehen, == den 
„Coöffieienten der entsprechenden Potenzen in der unendlichen Reihen - Ent- 
pint) 
pi) 
„Anfange der Entwicklung von g(nf), wenn man die Reihe vor x” abschneidet, 


nach Potenzen von x; oder auch, es ist y(nt) —= dem 





„wicklung von 


„- dem mfachen einer ganzen Function von x, welche den Factor x ent- 

„hält.” Die gebrochenen Zahlen hindern nicht die Anwendung der gewöhn- 

lichen Sätze von Congruenzen, sobald man sich nur überzeugt, dafs keiner 

der vorkommenden Nenner den Modul als Divisor enthält. Statt des Anfangs 

der Entwicklung von (nt) kann man auch irgend eine andere ganze Function 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 3. 31 
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von .r setzen, welche mit demselben in den vor x” vorhergehenden Potenzen 
übereinstimmt: denn x? und höhere Potenzen von . lassen sich sofort in das 
:nfache einer ganzen durch x theilbaren Function verwandeln; nur müssen da- 
bei stets Glieder vermieden werden, welche »» im Nenner haben. Man kann 
also z. B. p{nt) nach Potenzen von # entwickeln, vor Z? abschneiden und für 
/ überall den Anfang seiner Entwicklung bis x” excl. setzen, statt dafs man 
eigentlich in jeder einzelnen Potenz von £ bei der Entwicklung nach z vor 
‚r” abschneiden mülste. Setzt man also. wie in ($. 3.), 


f 2-24 +ininf., 2 = t4Y,P’+yl’-+ in inf. 
und ferner die ganze Function 2-4,” + ....+P,aP"=5, so ist p(nt) 
une e | As > cs _| Ay, y I | a p—} p—+ | #7 q b} n 31° » s 
—ns+y MP H+YmWS-+....+7mPs* dem smfachen einer durch ı 


theilbaren ganzen Function von x, wenn für x eine Wurzel der Gleichung 
IW 0 gesetzt wird. Bezeichnet man durch E irgend eine ganze Function 
von x, deren Coöfficienten rational sind und »» nicht im Nenner enthalten, 
und setzt 

+ YylP +... ty" =ıxll), 
so wird 


p(nt) = y(nS)-m.x.E. 


Es seien jelzt 7,. 75, 73, .... beliebige, nicht durch >» theilbare ganze 
complexe Zahlen, @,. &, @, .... beliebige nicht negalive ganze Exponenten, 
deren Summe 4, + +0, ....=0o, und es sei der Ausdruck 

rt" olr;t® .... = 2; 


so folgt leicht aus dem eben bewiesenen Resultate, dafs 
2 —= re"... ta... ie, 

wenn für = irgend eine Wurzel der Gleichung W==0 gesetzt wird, oder 
auch dafs Z == dem Anfange der Entwicklung von Z nach Potenzen von .r ist, 
wenn man vor der Potenz ..””''° abschneidel, —mx°.E. Man hat auch 
Z — Z--max’.E, wenn man Z’ so bestimmt, dafs % nach Potenzen von / 
bis 2’ exel. entwickelt wird, welcher Theil der Entwicklung die Poten- 
zen #°, 1°**, etc. bis ZP°°*° enthält, und dann statt der Potenzen von £ die 
ihnen „leichen Reihen nach .c setzt, die man entweder sämmtlich, oder in 


denen man auch blofs die eine Reihe für ? selbst vor x””''? abbrechen kann. 

Setzt man resp. Är,, Ar,, etc. statt 7,. 7,, elc. und bezeichnet 
yikr,Ö"gpikr,t)“ .... durch Z,, so erhält man allgemein Z, = Z,-- ma’. E,: 
wo die Coöfficienten von E,, gleichviel auf welche Weise, von % abhangen. 
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und wo Z, gefunden wird, wenn man in der Entwicklung von Z nach 7 überall 
kt stalt schreibt und dann wie oben verfährt. Wir wollen jetzt A seine 
p —1 incongruenten Werthe (mod. »») durchlaufen lassen, und indem wir durch 
YZ;, die sich auf diese » —1 Werthe von % erstreckende Summe bezeichnen. 
die aus einer solchen Summation hervorgehende Zahl in Bezug auf eine mö 


(m 
en) 


lichst hohe Potenz von »» als Modul zu bestimmen suchen. Zunächst hat man 
Bun v I 0 ” v Y E . . 7 v . 
SZ, = ZZ, -+ma’2 5; IE, ist wieder von der Form E, da %k nur in 


den Coefficienten vorkommt, also kann man auch blofs schreiben: 
zZ, = ZZ, -+ma".E. 
Der Anfang der Entwicklung von Z, ist von der Form 
dt .k° +Jd,1.,1°3*.K° RL ..o0.. ; Ö gr u. 


I o+p—5 


r) 


wo die Coöfficienten nicht von A abhangen. Es ist daher 


EZ — dr. ERS UHR ERHI 0, Et, 


| | | GP 

wenn man die Potenzen von £ durch den Anlang ihrer Entwicklungen nach 
‚r ersetzt, also durch ganze Funclionen von “x, die übrigens sämmtlich durch 
x’ theilbar sind. Nun ist bekanntlich immer IA“ = 0 (mod. m), aufser wenn 


rn 


der Exponent « durch p—1 theilbar ist; in diesem letzteren Falle ist I’%A*“ 


I+1-.....-1=p—1 (mod. rn). Wendet man Dies auf die in obiger 
Reihe vorkommenden Summen dieser Art an, so erhält man ein Resultat von 
der Form 

EZ, = —| 


wenn v/p 1) das einzige Vielfache von p—1 bezeichnet, welches sich 


‚ont? ıme’.E, 


unter den Exponenten 0. 0--4, 0--8, .... bis o--p—5 befinden kann: 
ist 9==0 (mod. 4). so befindet sich immer ein Vielfaches von p—1 unter 
diesen Zahlen; im entgegengeseizten Falle verschwindet YZ,. denn diese 
Summe mufs ungeändert bleiben, wenn man ?% statt %k setzt, indem ?%k, eben- 
sowohl wie A, ein reducirtes Restensystem (mod. 2) durchläuft. Nun ist, wie 
aus g(Ü)—igy(t) folgt, Z, = Z,, also "Fr Z,— FZ, und daher FZ,—0, 
aufser wenn ?’—1, nämlich 60 ==0 (mod. 4). Nehmen wir also o als ein 
Vielfaches von 4 an und substituren II, — — I," "+ ma’E in 
ZA, =F8Z -mzx’E, so komm FZ, — —d,n „U! +max’E, indem die 
beiden ganzen Functionen & in eine einzige zusammengezogen werden. Hier 


ist noch die Potenz #”" in Potenzen von x umzusetzen, deren niedrigste 
x’r=D und deren höchste =’? is. Um nun ZZ, in Bezug auf eine 


möglichst hohe Potenz von m als Modul zu bestimmen, müssen die Gröfsen 
31* 
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zur rechten Seite — d,,_ „nt? und m» x’E untersucht werden, von denen 
die erste nur eine symbolische Bedeutung hat. Aus der Gleichung zr7'+* 
— 4,27 "# — etc. — mx“ folgt, wie schon oben bemerkt, dafs z?”='"*“ dem 
nfachen einer ganzen Function von x gleich ist. Man kann hinzufügen, dafs 
diese ganze Function mit .r“ aufgeht; es ist also ar "++ — mz"E; für u = 


"ı—— meE—m. Hieraus und aus der obigen Gleichung, wenn man 


ist a 
in derselben «— p—1 setzt, folgt wieder, das P"— m’zr E+m’ und 
ara — mx" KE. Benutzt man dies und setzt in obiger Gleichung z?="+* 

— A,ar te ete., u Z2%(p—1), so kommt PM — m’zE — m’, ap Drau 
— m’xz“E. So fortfahrend erhält man allgemein Pr — m ’x E+(—1)'m 
und a)“ — m.“ E. Jede Potenz von x also, deren Exponent > A(p—1) 
ist, ist dem Product aus »n‘ in eine ganze Function von .r, welche durch 
eine gewisse Potenz von x, mindestens durch x selbst theilbar ist; wenn der 
Exponent —=A(p—1) ist, so mufs zu einem solchen Producte noch (— m)? 
hinzugefügt werden. Da nun die ganze Zahl v oben so bestimmt worden ist, 
dafs gewils o > (v—1)(p—1) ist, so sind x’ und alle höheren Potenzen von x 
als x” von der Form m" —"xE; von derselben Form ist also auch «’E, und 
daher mx’E von der Form m’xzE. Was die Bestandtheile von PD he- 
trifft, so ist das erste Glied eP"— m’zE-+(—m)’; die folgenden, welche 
höhere Potenzen von x enthalten, sind von den Formen resp. m" xcE, mw’ «’E, 
ma, u. s. w.. also, um zusammenzufassen, sämmtlich von der Form »’ x E. Im 


Ganzen hat man also für #'”" einen Ausdruck von der Form m’ cE-+(— m)’ 





zu setzen, und da auch mx’ E — m’xE gefunden worden ist, so erhält man 


EZ, =—— een rm x E = wzE 7 (17 dm”. 


Es läfst sich annehmen, dafs die ganze Function E& in dem letzten Ausdrucke 
mit Hülfe der Gleichung W = 0 auf den p— ?2ten Grad erniedrigt ist; dann 
ist eK vom p—1Iten Grade; das höchste Glied in zE, welches die Potenz «P-' 
enthält, läfst sich wieder auf die Form mE’ bringen, und die Gleichung wird 
so endlich zu 

ZZ, = macE-+m"E + (—1yr 0,1”; 





wo E vom p— 3ten, also zE vom p—2ten und K’ ebenfalls vom » — 2ten 
Grade ist. I, ist. wie leicht zu beweisen, eine ganze, mindestens eine 
rationale Zahl. Zur rechten Seite der Gleichung befindet sich eine ganze 


Function von niedrigerem Grade als W, und da die Gleichung für alle Wurzeln 


der Gleichung W=—=0 Stalt findet, so muls sie identisch erfüllt werden; es 





a AD 
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mufs daher ZZ, dem constanten, von x freien Gliede rechts gleich sein. In 
dem Theile m’ xE findet sich kein solches constantes Glied, also mufs YZ, - 
dem constanten Gliede in a" E’-+-(— 1)". Od,” sein, mithin ist 


Z, = (NV), nm’ (mod. an’*'). 


Die eben gefundenen merkwürdigen Resultate lassen sich auf eine etwas allge- 
meinere Weise folgendermafsen aussprechen: 


„Wenn F'(k) eine homogene ganze ganzzahlige Function der Wurzeln 

r, kC 

m 
Be das kleinste Vielfache von »—1, welches der Bedingung 6 v(p—1) 


„genügt, so ist die Summe IF'(A), in der das Zeichen & sich auf die p—1 


„incongruenten, nicht durch an theilbaren Werthe von % bezieht, einer durch m’ 








r,kC ‚ 
): y( = )» .... vom Grade o bedeutet und man bezeichnet dureh 


„theilbaren ganzen Zahl gleich. Setzt man ferner £ an die Stelle von = in E'(k) 


„und betrachtet 2 als eine unbestimmte Variable, nach deren Potenzen man 


Avril 
„F'(k) in eine unendliche Reihe entwickelt, so ist der Quotient —y ZF(k) 


„= dem Coöfficienten von (= in dieser Reihe, welche durch elementare 


„Methoden bestimmt werden kann. Endlich ist #'(k) selbst einer ganzen Func- 
R kC . . r. . 
„tion von 2 —=Y V=y(-) gleich, welche, bis auf Vielfache von a, mit 
„demjenigen Theile jener Reihe übereinstimmt, welcher die Potenzen von «., 
„von x° an bis z=°+P”° incl. enthält.” 
Aus diesem Satze ergiebt sich leicht folgender. 
„Wenn unter denselben Voraussetzungen F'(k) selbst einen rationalen 
ARE Werth hat, so ist dieser Werth durch m” theilbar und der Quo- 


„tient —- —F=(—1)/ ö (mod. m); wo d den Coöfficienten von PP" in 


„der ne Reihe bezeichnet.” 


Denn wenn F'(k) einen rationalen Werth hat, so mufs dieser (nach 


$. 2. am Schlusse) für alle »—1 Werthe von % derselbe bleiben; es ist 


also dann IF(k)—=(p—1)Fk) und —_EF\ k)—=(p—1). en ,‚ also da 


m’ 





=( (mod. m). — Fi) = - — ZFk)= = (—1)’0. 


EEE 
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$. 6. 

Der grolse Nutzen dieser Sätze kann erst durch mannigfallige Anwen- 
dungen auf specielle Probleme klar werden, welche ich in der Folge zu geben 
beabsichtige. Bei diesen Anwendungen wird man die bisherigen Prineipien ge- 
wöhnlich mit dem folgenden Hülfssatze in Verbindung zu bringen haben, dessen 
Nothwendigkeit sich schon im Vorhergehenden fühlbar gemacht hat: dafs näm- 
lich: „wenn eine ganze ganzzahlige Function der Wurzeln der Gleichung W — 0 
„einer rationalen Zahl gleich ist, diese letztere nothwendig yanz sein mufs.” 
Dieser ieicht zu beweisende Hülfssatz, welcher für jede Gleichung richtig ist. 
deren höchster Term die Einheit zum Coöfficienten und sonst ganze Coef- 
ficienten hat. scheint von Adel merkwürdiger Weise übersehen worden zu 
sein. da er mehrere solche Verbindungen der Wurzeln aufstellt, welche ratio- 
nale Werthe haben, ohne zu bemerken. dafs sie deshalb allein schon noth- 
wendig auch ganze Werthe haben müssen; Niemand wird aber bezweifeln. 
dals man der vollständigen Erkenntnifs einer Gröfse bei weitem näher gerückt 
ist. wenn man weils, sie sei eine ganze Zahl, als wenn man blofs weils, sie 
sei eine rationale Zahl; wäre es auch, anderer Vortheile nicht zu gedenken. 
die sich später zeigen werden, blofs aus dem einfachen Grunde, weil eine 
oanze Zahl durch Einschlielsung zwischen Grenzen ermittelt werden kann. 


was bei einer blofs rationalen, deren es unendlich viele zwischen gegebenen 


Grenzen giebt, nicht der Fall is. — Um den Hülfssatz zu beweisen. sei 
we ae a... rd, AO irgend eine Gleichung, in welcher 
EUR ganze (reelle oder complexe) Zahlen sind; a, 9, y,....w seien ihre 
u Wurzeln und f{e. 9, 7%»... @)=% sei eine beliebig gegebene ganze 
Funetion dieser Wurzeln mit ganzen Co6fficienten, also eine Summe von Termen 
von der Form Aa” 3" y"" ...., wo A eine ganze Zahl ist und die Exponenten 
positive ganze Zahlen sind. Man permulire in der Function fie, P, y,....®) 
die Wurzeln «@, 9. Y,....@ auf alle mögliche Arten und bezeichne die durch 


' 2 ı 


solche Permutation hervorgehenden Ausdrücke durch 2’, 2’, =”, ete.; es wird 
hierbei keine Rücksicht darauf genommen. ob einige dieser Ausdrücke, incl. 
z selbst. einander gleich sind. sei es wegen ihrer Form, oder wegen ihres 
numerischen Werthes; man bilde rein typisch alle Permutationen, und es wird 


dann die Anzahl der Gröfsen 2, 3’, 2”, 2”, ete. 1.2.3.... u betragen: welche 
letztere Zahl für einen Augenblick durch /7 bezeichnet sei. Bildet man nun 
das Product (2 2) (2 2")... al tbal Lt oe P, 


so ist 3 eine Wurzel der Gleichung Y==0 vom Grade /7. Ich behaupte. 
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dafs die Coöfficienten d,, d,, etc. ganze Zahlen sein werden: denn sie sind 
offenbar zunächst ganze ganzzahlige und symmetrische Funclionen von 2, =’, 
2’, etc., also auch eben solche Functionen der Wurzeln «, 9, y, .... w: 
folglich sind sie endlich ganze ganzzahlige Functionen der Coöfficienten «,. 
days... ., also ganze Zahlen. Man kann d,, b,, .... übrigens *) in die Po- 
tenzsummen der Gröfsen 2, 2’, 2”, .... ausdrücken, und diese Potenzsummen 
selzen sich aus Summen von der Form ASa’ 9" y'” .... zusammen, wo das 


Zeichen 9 sich auf alle Permutationen der Wurzeln «, P. bezieht. 


& 
Nun ist bekanntlich jede rationale Wurzel einer Gleichung von der Form 


> . . ” C 
Y=0 einer ganzen Zahl gleich: denn wäre 27, wo c und d ganze 
” ( 
Zahlen sind, die keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so erhielte man aus 
f A ! u.a N . .. . 4 . 
ar ....—0 die unmögliche Gleichung 
7, 


7 > — bc!" —d,c7.d—b,c".d’— etc.. 


in welcher links ein Bruch und rechts lauter ganze Zahlen stehen. Es kann 
also wirklich & keinen rationalen Werth haben, ohne einer ganzen Zahl gleich 
zu sein. Es ist möglich, dafs der eben bewiesene Satz schon von Anderen 
aufgestellt worden ist, ich lege auch keinen weiteren Werth auf denselben. 
als insofern er mir von mannigfaltigem Nutzen bei meinen Untersuchungen 
gewesen ist. Um die Art der Anwendung desselben zu zeigen. will ich mit 
Beibehaltung der obigen Bezeichnung noch einmal auf die Betrachtung der 
Summen von der Form FF'%k) zurückgehen. Aus der ursprünglichen Form 
von ZF'(k) ersieht man nzcht, dals es eine symmetrische Function aller Wur- 
zeln der Gleichung W — 0 ist, man ersieht nur, dafs es eine solche Function 
ist, welche man eine cyelsche nennen könnte, nemlich welche bei einer eycli- 
schen Permutation der Wurzeln ungeändert bleibt. Hieraus folgt noch nicht. 
dafs sie die Eigenschaften symmetrischer Functionen der Wurzeln theilt, und 
es würde dieser Schlufs bei einer Gleichung im Allgemeinen gänzlich unge- 
rechtfertigt sein; dafs dessenungeachtet I>F'(k) in eine symmetrische Function 
der Wurzeln und somit in eine rationale Zahl verwandelt werden kann, lieg! 
daran, dafs jede Wurzel als rationale Function ezner Wurzel dargestellt wer- 
den kann, also an einer speciellen Eigenthümlichkeit der Gleichung W — 0, 
und es ist dies gerade ‘ein Punct bei diesen Untersuchungen, welcher von 


\ j a ae r kÜ 
4bel mit grofser Klarheit hervorgehoben worden ist. Da man nämlich y ae ): 
x m 





*) Zur numerischen Berechnung und nicht zum Beweise des Satzes. 
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r,kÜ r . kC * 

Y (> 3 u. s. w. durch rationale und sogar ganze Funclionen von „(—) mit 
| m 

rationalen Coöfficienten ausdrücken kann, so wird auch Fk) — einer solchen 


4 kO zu. 
Function von p\ allein, nämlich 


F(k) = F(y . — W-+ayg = a. a,9( 


m m » 





a etc 
Pe 
wo 4,, d,, etc., rationale, nzcht nothwendig ganze Zahlen sind, und es ist 


Ben , Ä kC kÜ\? 
dann ZFk)= a,(p—1)+a2&yg () 1n,23g (=) - etc. = einer symme- 


m m 
trischen Function aller Wurzeln mit rationalen Coöffieienten — einer rationalen 
Zahl. Wenn diese Transformation von Fk) nothwendig war, um zu zei- 
een. dafs es einen ralionalen Werth hat, so mufs man doch bei der Anwen- 
dung des obigen Hülfssatzes gerade auf die ursprüngliche Form von Fk) 
zurückgehen. Da es in dieser Form eine ganze Function mit ganzen Coeffhi- 
cienten der Wurzeln (nicht eener Wurzel) ist. so mufs es einer ganzen Zahl 
oleich sein, wenn es überhaupt einen rationalen Werth hat, und dies ist eben 
oezeigt worden. Die auf dem vorhin eingeschlagenen Wege der Transformation 
von ZF'k) in eine symmetrische Function gefundene rationale Zahl mufs sich 
also, gleichviel auf welche Weise, auf eine ganze reduciren. Im Allgemeinen: 
„Wenn eine ganze ganzzahlige Function der Wurzeln der Gleichung W — 0 
„sich auf irgend eine Weise in eine symmetrische Function der Wurzeln. 
„wenn auch nur mit ralionalen Coefficienten, Iransformiren läfst, so ist sie einer 
„ganzen Zahl gleich”, denn sie ist dann als symmetrische Function einer 
rationalen, also deshalb nach dem Hülfsatze einer ganzen Zahl gleich. Diese 
Bemerkung gilt für jede Gleichung von der Form "a a"" a," ? +... 


| 
in der 4. @&, .... ganze Zahlen sind. Nicht so ist es mit der folgenden Bemer- 


.. 


kung, welche erfordert, dafs jede Wurzel sich als rationale ganzzahlige Function 
einer Wurzel ausdrücken läfst, nämlich: „Wenn F'(k), eine ganze ganzzahlige 
r,kC 


m 





,  kÜ r 
„Function der Wurzeln 4 (>), gl )» elc., für alle p—1 Werthe von & 


„denselben Werth behält, so ist Z#°/A), nämlich dieser gemeinschaftliche Werth. 
„selbst eine ganze Zahl”; denn es ist in diesem Falle (p —1)F(k)—= EF(k), 


welche letztere Summe sich wiederum, wie oben, in eine symmetrische Func- 


tion der »y —1 Wurzeln y (—). also in eine rationale Zahl transformirt; es ist 


also (p—1) Fk) und mithin auch 7%) in diesem Falle einer rationalen Zahl 
oleich. und letztere mufs nach dem Hülfssalze ganz sein, da #'(k) mit ganzen 
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w r 


Coöfficienten vorausgesetzt wurde. Kürzer kann das eben Bewiesene so aus- 
gesprochen werden: 
„Jede eyelische ganze ganzzahlige Funclion der Wurzeln der Gleichung 


1 —0 ist einer ganzen Zahl gleich.” Der letztere Satz ist in dieser Form 
um so wichtiger, da die algebraische Auflösung der Gleichung #7’ =-0, wie 


schon Abel gezeigt hat, wesentlich von den Eigenschaften und der Aufiindune 
der eyelischen Functionen der Wurzeln abhangt; d. h. derjenigen, welche bei 
einer cyelischen Permutation der Wurzeln ungeändert bleiben. Wenn die 
Coöfficienten der cyclischen Function, statt ganze Zahlen zu sein, ganze ganz- 
zahlige Functionen einer neuen Gröfse x sind, so kann man behaupten. dafs 
die evelische Function, welche in diesem Falle, um 2 sichtbar zu machen. 
durch Fk; x) bezeichnet werden mag, sich auf eine ganze ganzzahlige Func- 
lion von & redueirt; nur mufs vorausgesetzt werden können. dafs Fk; 2) für 
mehr Werthe von x die Eigenschaft einer eyelischen Verbindung hat, als ihr 
Grad in Bezug auf & beträgt. Denn setzt man, was erlaubt ist, 
Fik;2) = Fk) + F (kr + FM)... + fuck)", 

wo die Coöffiecienten ganze ganzzahlige Funclionen der Wurzeln der Gleichung 
W--0 sind. so hat man für jeden zweiten Werth A von %: 

Fk) +F(k)z +... + Fuck)" —= Fu(k)+ Fi(k)z-+....+F,(k)z“, 
und wenn diese Gleichung für mehr als u Werthe von x besteht. so muls 
einzeln FA) = F\,(k), F\ k)—= F\(k) u.s.w. sein; es sind also dann die 
Coöfficienten der einzelnen Potenzen von & selbst eyclische Functionen, folg- 
lich nach dem Obigen ganze Zahlen, und FA; z) nimmt die Form 

WTB + .... +a,2" 
an. WO 4,, a,, elc. ganze (complexe) Zahlen sind. Die Voraussetzung „ dafs 
F(k;z) für mehr Werthe von z eyelisch sein soll, als der Grad in Bezug 
auf x beträgt, wird z. B. erfüllt, wenn z Wurzel einer Gleichung mit ganzen 
Coöffieienten ist und die Eigenschaft der eyclischen Unveränderlichkeit von 
Fk;z) für alle Wurzeln dieser Gleichung Statt findet, mag übrigens Fk; 2) 
dann von so hohem Grade gegeben sein, als man will; denn man kann diesen 
Grad mit Hülfe der Gleichung, welcher & genügt, unter den Grad der Gleichung 
selbst reduciren, und zwar olıne einen Nenner einzuführen *), so dafs Fk; x) 


nach dieser Reduction immer noch ganzzahlig bleibt, aber zu einem Grade 





*) Der Coöfficient des höchsten Gliedes der Gleichung, welcher 3 genügt, wird = 1 
angenommen, und es soll das Nämliche auch in der Folge bei allen Gleichungen mit 
ganzen Coefficienten stillschweigend vorausgesetzt werden. 
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herabsinkt, der durch die Anzahl der Wurzeln der Gleichung, welcher x ge- 
nüct,. mindestens um eine Einheit übertroffen wird. So ist z. B. wenn man 
durch A irgend einen Theiler von p—1, durch & irgend eine Wurzel der 
Gleichung 2° —1 und durch y eine primitive Congruenzwurzel (mod. 2) be- 
zeichnet, die Ate Potenz jedes Ausdrucks wie 
FO+zE(gk)LEF(GEW+.... +2 lg) = L 


eine eyclische Function und deshalb von der Form 


J—l 


| | e 4 ‘> . 
Lu... taz; 


L/ =— 4, 42 +02 - 


WO 4, d,, etc. ganze, nicht blofs rationale Zahlen (von der Form «-- br) sind, 
» a a . . x . . rkC 
so oft für #'%A) irgend eine ganze ganzzahlige Function der Wurzeln y (=) 


sesetzt wird. Eben so verhält es sich mit einer Menge ähnlicher Verbindungen, 
in denen Wurzeln der Einheit neben Wurzeln der Gleichung W =0 vor- 
kommen und die zum Theil von Adel betrachtet worden sind, bei denen man 
auch aus dem einmal erwiesenen cyclischen Verhalten schliefsen kann, dafs 
sie sich yanzzahlig in diejenigen Elemente allen ausdrücken lassen, welche 
sie in ihrer ursprünglichen Form neben den Wurzeln der Gleichung W — 0 
enthalten. 

Wenn die ceyclische Function homogen in Bezug auf die Wurzeln und 
vom Grade o ist, so ist ihr Werth, nach dem weiter oben ($. 5.) Bewiesenen. 
ganze Zahl ist; und der Quotient, den sie durch »n” dividirt giebt, ist 

(—1)”0 (mod. m). wenn wieder d wie oben den Coöfficienten von PP» 


in der Reihe bezeichnet, welche aus der ceycelischen Function entspringt, nach- 


i ' . Er i kCÖ 
dem man in derselben die unbestimmte Variable / an die Stelle von — 


m 
oeselzt hat. Dies gilt auch, wenn die cycelische Function noch & enthält, also 
von der Form Fk;z) = F,(k)- F\(k).z-- etc. ist, und hierbei einzeln 


(A). Fk). etc. eyclisch sind; diese letzteren Coöfficienten sind dann 


O\ 


selbst durch »n” theilbar, und d wird eine Function von 2. Man kann bei der 


Bestimmung von d beliebig Vielfache von m vernachlässigen und dadurch den 
Werth von Ö auf eine möglichst einfache Form redueiren, da Öd‘ doch nur in 
einer Congruenz (mod. »r) vorkommt. Betrachten wir, um diese Art der 
Reduction deutlich zu machen, noch einmal die Potenz L. Dieselbe ist homogen 
und vom Grade 47, wenn Fk), n L=F(k)+2F(gk)+-=’F(g’k)- ete., 
homogen und vom Grade 7 ist. Bezeichnet v(p—1) das kleinste die Zahl 47 
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u u“ 


übertreffende oder auch das ihr gleiche Vielfache von »y—1,. so sind in 
L=a+42 492° ....+4_,2°' die ganzen Zahlen «a,, «@,, ete. durch 
m’ theilbar und also Z/ = m’ (b,--b,2-- ete.), wo b,. b,. ele. ebenfalls ganze 
Zahlen sind. Den Rest der letzteren (mod. »»n) kann man nun bestimmen, wenn 
man den Coöfficienten von 2” in der Entwicklung von Z# aufsucht. Um 
diese Entwicklung zu erhalten, hat man zunächst stalt Fk) dieselbe ganze 
ganzzahlige Function von Y(r,t), y(r,f), etc. zu setzen, welche Fk) von 





2 AR En kÜ . x . 
g ee, o( ): etc. bedeutet, und die so erhaltene Function der unbe- 


Im. m 
stimmten Variabeln / nach Fotenzen von £ zu entwickeln. Es sei die hieraus 


hervorgehende Reihe &,-- &,#--c,2°-- etc., oder besser: 


U + ht +ininf. = Rt). 


| 
Es ist nämlich #£'\Ak) von der Dimension 7 in Bezug aul' die Wurzeln ange- 
nommen worden, und da jede der Gröfsen y(r,t),. p(r,t), etc. in ihrer Ent- 
wicklung schon mit der ersten Potenz von 2 und nicht mit einem constanten 
Gliede beginnt, so fängt eine ganze Function derselben von der Ordnung ı 
mit der Potenz ?' an. Für F'\yAk), Fi y’k), etc. hat man dann die Entwick- 
lungen A(yt). R/y’t). etc. zu setzen; diese sämmtllichen Entwicklungen 
brauchen nur bis /‘*’=' excel. fortgeführt zu werden. An die Stelle von L 





tritt auf diese Weise 
Tr 2 | o?2,rT I. op? „(Pr ı 
C (1 u / | Aut 4 .00» | 2 g )t 


+0,14 220 HD L,...42P°gPICHd) ZH etc. 
Er l « | “ I l « i 
— ol Zarg te, EHER ole. — Lt) 


und in der Aten Potenz dieser Reihe Z,/?) hat man den Coöfficienten von =" 


ah 


aufzusuchen. Bezeichnet man denselben durch d = d,--d,2-+ etc. -- d,_,2’"", 
so ist 4, = du, d, = 0, etc. (mod. m). Bei der Aufsuchung von d findet nun. 


da man Vielfache von »» vernachlässigen darf, folgende Vereinfachung Statt. 
Man kann, wenn »y—1==4e gesetzt wird, aus der Reihe 4(£) alle diejenigen 
Potenzen von £ weglassen, deren Exponent nicht mit e aufgeht, denn ihre 


Coöfficienten sind durch m theilbar. Man hat nämlich allgemein, wegen 2’ = 1. 


für jede ganze Zahl oe: 
14-2 + gr... 43PgPR —= dem Producte 


| 
En. 2 m0 _| J—1 (A—1)o / fi yyi | (e—1)Ao\ 
Atze ++... + ALL H+... rg), 
1— ge Bi yep-d) 





und hier ist der zweite Factor = ——— —= u durch »» theilbar. 
32 * 


1— y* 2 get 
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auflser wenn o == 0 (mod.e), dann ist derselbe == e (mod. m); unter den 
Werthen o=r, r--1, r--2, etc. brauchen also, da übrigens keiner der 
Coöffieienten €,, €,,ı,» bis €,;,_» den Divisor m im Nenner enthalten kann, 
nur die durch e theilbaren beibehalten zu werden, und an die Stelle von L(£) 
kann man schreiben: 


e.10,, l- + zg”- + gedre) gre  ete.). 


In der Zten Potenz dieser Reihe ist der Coöfficient der niedrigsten Potenz 
von /, deren Exponent mit p—1 aufgeht, nämlich der Coöfficient von £”° 
ev, offenbar 


er ec (1 + 2g”° - Zg4t © ae one K 


Vex\ | I / 
Diesem sehr einfachen Ausdrucke, mit (—1)” multiplieirt, ist also die ganze 
complexe Zahl aus Aten Wurzeln der Einheit 


L I ) N ) 
- = + bh2 + 2°... —b,_,2°”' congruent (mod. m). 





nm 


Selz! man hier an die Stelle von z eine Wurzel der Congruenz 2°==1 (mod. m). 


e 


also eine Potenz von g”, so verwandelt sich der Factor 


| nure | \ dl „(a—L)re 

1-24... TERM 

1— ye-D , j ’ 

welcher n- ee ist, in eine durch »n theilbare ganze Zahl; mit Ausnahme 
— zy’ | 


des einzigen Falles, wenn gerade die specielle Wurzel y”° statt x gesetzt 
wird. In diesem Falle wird der eben betrachtete Factor =4 (mod. m). Die 


mehrgliedrig complexe Zahl &,—+d,2- .... geht also für jede Wurzel der Con- 


oruenz z2’:=1 (mod. m) in eine durch a theilbare ganze Zahl über; nur für die 
eine Wurzel 9“ geht sie in eine ganze Zahl über, welche = (—1)’e*c/,. 4 
1) (p—1)c, = (—1)’**e}, (mod. m) ist, d.h. = (—1)’"**mal der Aten 


Potenz des Coefliecienten von ©" in der für F'(k) zu setzenden unendlichen Reihe. 
Im Vorbeigehen bemerkt, heifst dies, im Sinne der von Aummer eingeführten 
idealen Primfactoren: die complexe Zahl d,--d,2--.... enthält alle idealen 
Primfactoren von an aus Aten Wurzeln der Einheit, mit Ausnahme desjenigen, 
welcher zur Congruenzwurzel 9°” gehört; der letztere kann nur dann in 
h,--b,z-- ete. enthalten sein, wenn der Coeffieient e,. durch »» theilbar ist. 
Analoge Betrachtungen lassen sich, statt auf die Potenz ZL/, auf ein Product 
SF (gRk) Ss" F(g’k)-- etc. an- 
wenden. welches eine eyelsche Function darstellt. sobald die Summe aller 


mehrerer Facloren von der Form F'(k)-- 


Exponenten @ in den verschiedenen Factoren ein Vielfaches von A ergiebt, 


mag übrigens die Function F als dieselbe, oder verschieden in den verschie- 
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denen Factoren angenommen werden. Ohne für den Augenblick in weite- 
res Detail einzugehen, will ich unter den Resultaten, welche sich in Folge 
einer ausführlichen Entwicklung ‘der obigen Prineipien ergeben und auf welche 
ich später zurückkommen werde, nur eine characteristische Eigenschaft der in 
den Auflösungsformeln für die Wurzeln der Gleichung W==0 vorkommenden 
Irrationalitäten als besonders bemerkenswerth hervorheben. Ehe die neue- 
sten zahlentheoretischen Arbeiten von Aummer erschienen und mir bekannt 
geworden waren, hatte ich diese Eigenschaft in einer ziemlich complieirten 
Form gefunden; sie läfst sich mit gröfster Einfachheit und Kürze aufstellen. 
wenn man den schon oben berührten Begriff der zdealen Zahlen zu Hülfe 
nimmt, und zwar müssen die Elemente der idealen Zahlen nicht als reell. wie 
bei Kummer, sondern selbst als complex und von der Form: a--b2 ange- 
nommen werden. Man findet dann, dafs mit Hülfe dieser Gattung idealer 
Zahlen den Formeln für die Theilung der ganzen Lemniscate durch den Di- 
visor a» immer eine solche Form gegeben werden kann, dafs die vorkom- 
menden Wurzelzeichen sich nur auf ideale Primfactoren des Divisors ın 
beziehen und dafs die Potenzen und Producte jener Primfactoren von m 
unter den Wurzelzeichen eim demjenigen ganz analoges Gesetz befolgen, 
welches Aummer für die Kreistheilung und in Rücksicht auf die gewöhn- 
lichen idealen Primfactoren der reellen Primzahl p nachgewiesen hat. Die so 
beschriebenen Irrationalitäten sind in der Lemniscatentheilung noch mit „e- 
wissen rationalen Factoren aufserhalb des Wurzelzeichens multiplieirt, welche 
durch die complieirte Natur der lemniscalischen Functionen bedingt werden. 
Diese zu den wesentlichen Wurzelgröfsen hinzutretenden rationalen Factoren 
entziehen sich den von mir angewandten Prineipien; sie kommen übrigens auch 
schon in der Kreistheilung vor, wenn man slalt der Wurzeln der Einheit an- 
dere trigonometrische Funclionen, z. B. die Tangenten aliquoter Theile des 
Kreis-Umfanges betrachtet. Glücklicher Weise ist aber die Bestimmung der 
genannten Factoren für eine ganze Reihe von zalhlentheoretischen Anwendungen 
nicht erforderlich, sondern nur die genaue Untersuchung der wesentlichen Wur- 
zelgröfsen selbst; welche letztere, wie bemerkt, mittels der obigen Principien 
vollständig durchgeführt werden kann. 


oO 


S. 7. 
Nachdem in den vorhergehenden drei Paragraphen allgemeine Prin- 
eipien auseinandergeselzt worden sind, auf die ich mich in der Folge stützen 
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werde. soll hier die vollständige Durchführung eines speciellen Problems aus 
der Lemniscatentheilung versucht werden, welches wegen seiner Anwendung 
in der Theorie der Sten Potenzreste ein besonderes Interesse hat. Neben 
den eyelischen Verbindungen der Wurzeln der Gleichung W==0 hat schon 
Abel diejenigen als besonders wichtig erkannt, welche, wie dies z.B. bei dem 
oben betrachteten Ausdrucke F'(kA)—-2zF'(gk)+z°F'(g’k)-- etc. der Fall ist. 
zu einer gewissen Potenz erhoben werden müssen, um eine cyclische Function 
zu ergeben. Ich beabsichtige hier ins Einzelne solche Functionen zu unter- 
suchen, deren «achte Potenz die eben genannte Eigenschaft hat und welche 
man als evelische Verbindungen achter Ordnung bezeichnen kann, während dann 
die früher definirten gewöhnliche eyelische Functionen, oder eyclische Functio- 
nen ersier Ordnung benannt werden müssen. Zuvor will ich noch einige Be- 
merkungen über die ceyclischen Functionen 2ter und A4ter Ordnung voraus- 
schicken, deren Untersuchung als Einleitung zu der viel schwierigeren Theorie 
der eyelischen Funetionen Ster Ordnung angesehen werden kann. 

In einer früheren Abhandlung ist bereits ein sehr einfacher Ausdruck 
betrachtet worden, dessen 4/e Potenz einen rationalen Werth annimmt; ich 
will denselben hier in einer von der dortigen etwas verschiedenen Weise 
darstellen. Bezeichnet man der Kürze wegen die Wurzeln „() durch w(r) 
und. wie oben, durch g eine primitive Congruenzwurzel (mod. nm), so sind 

(1.) w(k), w(gk), w(g’k),.... w(gP'k) 
die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung W==0. Ich wähle die Zahl y unter 
derjenigen Hälfte. welche der Bedingung g’"" ==: (mod. »n) und nicht der 
entgegengeselzten g’'?=" ==? (mod. m) genügen. Bildet man den Ausdruck 


u (KR) w(g k) ıyv (g’k) zu w Y gP”k) A 


so ist derselbe. als Product aller Wurzeln, — dem letzten Coöfficienten der 
Gleichung W=—=0, und zwar mit posilivem Zeichen, weil der Grad p—1 


dieser Gleichung eine gerade Zahl ist. Man hat folglich 

(2) wi(k)w(gk)w(g’k)....w(gPk) = m. 
Dieses Product, dessen Werth »n» ist, will ich in vier Partialproducte zerlegen. 
indem ich die ersten }(»—1) Factoren und dann von den folgenden ebenfalls 
immer 4(»—1) vereinige. Diese vier Partialproducte lassen sich leicht auf 


einander redueiren. Bezeichnet man das erste derselben mit P\%k), setzt also 


(3.) FPeik) = w(k)w(yR)....yv(gP®%A) 
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und bedenkt, dafs allgemein 
v(grPr) = ylr) =iy(r), v(P Pr) —=y(—r) = —w(r); 
und endlich v( yP®r) — w(— ir) — —iw(r) ist, so sieht man leicht, dafs die 
drei folgenden Producte durch resp. #”. Pk), (-1P Pk). (2) Pk) 
ausgedrückt werden können und dafs demnach das ganze Product in (2.) 
durch Hr. (1) Pd. (— PD, Pk — (—1)'PV,P(k)* ersetzt werden 
kann. Hieraus ergiebt sich 
(4) Pk’ = (—1)""",m —= em, 

wo P(%) durch (3.) bestimmt ist. — Der Ausdruck P(k) ist eine evelische 
Function 4ter Ordnung und Pk)‘ eine gewöhnliche ceyelische Function. Um 
im Allgemeinen von dem eycelischen Verhalten eines Ausdrucks sich zu über- 
zeugen, genügt es olfenbar, zu untersuchen, ob derselbe durch die Substitution 
von g% statt % unverändert bleibe. Man hat 


Pigk) = yv(gkly(gk)..... ve Dk)u(g Rh), 





und da w( Ak) —= w(ek)—tw(k) ist, so genügt Pk) der Relation P/ yk) — 
Pk), und es ist folglich P(yA)'—= P%k)'. Ich will auf eine bestimmtere Weise. 
als oben geschehen, durch die Benennung eyclische Funclionen vierter Ordnung 
alle diejenigen ganzen ganzzahligen Functionen der Gröfsen (1.) definiren, welche 
der Relation #'(yk)=:F'(k) oder auch der entgegengesetzten Relation F'( yk 
— ?F(k) Genüge leisten; für die eyelischen Functionen der zweiten Ordnung 
soll auf analoge Weise die Bedingung F' gyk) = — Fk) als Definition fest- 
gesetzt werden. Unter dieser Voraussetzung ist nicht allein die vierte Potenz 
jeder eyelischen Function vierter Ordnung, sondern auch das Product aus 
irgend vier, welche derselben Relation genügen, und aus zweien, die den bei- 
den entgegengesetzten Relationen genügen, eine gewöhnliche cyclische Func- 
tion; Dasselbe gilt von dem Producte aus irgend zwei Funclionen zweiter 
Ordnung. Da demnach, mit Rücksicht auf ($. 6.). die eben bezeichneten Ver- 
bindungen yanzen Zahlen gleich sein müssen, so kann man diese Bemerkung 
dazu anwenden, um die Werthe aller eyclischen Funclionen zweiter und vierter 
Ordnung auf den bereits durch (4.) ermittelten Werth von Pk) zurückzu- 
führen. Gesetzt die drei Functionen Fk), F'(k), F'"(k) genügen den Be- 
dingungen resp. F{(yk)=:F(k), FE'(yk)—=—iF'(k), F'(yk)—= — F' k). 
so sind. da auch P(gk)=:Pk) ist, die folgenden Combinationen Fk) Pk)’. 
F'(k)P(k) und F'"(k) Pk)’ ganzen Zahlen gleich. Bezeichnet man diese gan- 
zen Zahlen durch 4, A, A” und erhebt zur vierten Potenz, so erhält man, mil 
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Rücksicht auf den Werth von P(k)*, aus (4.): 

Fk). (em’ —=h, F(ktY.em —=4h", F"(k%.m = A". 
Da nun auch FA, F’(A)* und F'"(k)* ganzen Zahlen gleich sind, so müssen 
h*. h*. A* durch m theilbar sein. und da m eine Primzahl ist. so mufs Das- 


selbe von 4, 4, A’ gelten. Setzt man demnach 
h= mh. 4 = mh. 4" = mh. 
so erhält man, nach Weglassung gemeinschaftlicher Factoren, die Resultate 
V ‚ \ ”„;, ;” 3 vr, \ „ , 
Fk h,y(em), F"(k) = hy(em)‘, F"(k) —= h'y(em), 


welche in folgenden Lehrsatz vereinigt werden können: 


„Bezeichnet man durch 7 die Wurzelgröfse (109.1), so isl 
„der Werth jeder eyelischen Funelion vierter Ordnung, welche der Bedingung 
„Ei yhk)==iF(k) genügt, von der Form AA. Genügt dieselbe der Bedingung 
„E(gk —:F'%k). so ist ihr Werth von der Form AS. Endlich: ist der 


„Werth jeder evelischen Function zweiter Ordnung. welche der Bedingung 
„F'\yk) — Fk) genügl, von der Form A.f; und es bedeutet dabei A 
„jedesmal eine von der Natur der Function abhängige ganze Zahl.” 

Als Beispiel betrachte man den Ausdruck 


v ki" 13 v(gk)“ -: dep yk)“ re - Prey (gPÜ ke, 


P\ | 
welcher in die Categorie der bei Adel vorkommenden gehört. Die vierte Po- 
tenz dieses Ausdrucks ist von der Form A*(—1)'?"" m, oder von der Form 
(1) m’, je nachdem @ = 3 oder = 1 (mod.4) ist. Wenn «== 2 (mod.4). 
so ist schon das Quadrat desselben eine ganze Zahl von der Form A’ (— 1)! PD zn. 

In gewissen Fällen kann die ganze Zahl % sich auf Null reduciren; in 
solehen Fällen ist die eyelische Function selbst =0 und die Form des Re- 
sultats wird illusorisch, da es sich von selbst versteht, dafs Null die Eigen- 
schaften der eyelischen Funetionen theilt und unter den mannigfaltigsten For- 
men aufgefafst werden kann; dafs aber immer solche Verbindungen existiren, 
für welche 4 von Null verschieden ist, ergiebt sich aus dem Obigen, und 
wäre es auch nur die einzige Function P(%k) selbst, welche gewils dieser 
Bedingung genügt, indem für sie a=1 ist. Die besondere Wichtigkeit dieser 
letztern Bemerkung wird weiter unten noch klarer hervortreten. 

Das biquadratische, von G@aufs aufgestellte Reciprocitätsgesetz ergiebt 
sich, wie ich hier kurz anführen will, mit der gröfsten Leichtigkeit aus der 


in obigem Lehrsatze ausgesprochenen Eigenthümlichkeit der cyclischen Func- 
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tionen vierler Ordnung. und zwar leistet jede Function dieser Art zu dem 
Ende gleiche Dienste, nur ist es nölhig, wenn man »» mil einer anderen pri- 
mären Primzahl rn vergleichen will. #'%) so auszuwählen. dafs 4 zu n rela- 
tive Primzahl wird. Dieser Bedingung genügt PA) selbst unter allen Um- 


ständen. Hat man also F'(gk) = :F'(k) und mithin dem Lehrsatze zufolge 
“ky — emÄ gefunden, so ergiebt sich nach den Prineipien in ($. 4.) 


EFF — FR — FA) (Fink) nT(k)); wo Nn)—=y gesetzt ist. 
Nimmt man n = 9” (mod. m) an, so wird Fink) = F(gy k)—t Fk), und 
wenn man noch statt F'(A)’ T(%k) blofs T’(A) schreibt und # F'%k)* durch #. cm 4’ 
erselzt, so gelangt man zu einer Gleichung, der sich die Form 

mM —r.emht — n.T(k) 
geben läfst. Hier steht links eine ganze Zahl. Dividirt man dieselbe durch n, 
so erhält man, wenn nicht eine ganze. so doch mindestens eine rationale Zahl. 
is hat also TA), welches eine ganze ganzzahlige Function der Gröfsen (1.) 
bedeutet, einen rationalen Werth und ist demnach nach den Prineipien in 
($. 6.) einer ganzen Zahl gleich. Die obige Gleichung verwandelt sich dem- 
nach in eine gewöhnliche Congruenz (mod. x); aus derselben kann man noch 
den Factor emA4* weglassen, da » von n verschieden und A wie vorausge- 
setzt zu a relative Primzahl ist; dies giebt dann 

(em PA! = 9” (mod.n). 

Aus dieser Congruenz, in welcher = (—1)'" ist, ergiebt sich unmittelbar das 
gesuchte Reciprocitätsgesetz, wenn man bedenkt, dafs A’”', welches —— 1 (mod.n) 
ist, ebenfalls weggelassen werden kann, und dafs » den biquadratischen Character 
von » in Bezug auf »» (nach der Definition von Gaufs) bedeutet. Es ist 
leicht zu sehen, dafs das ganze Verfahren illusorisch werden würde, sobald 
h=—=0 wäre. 

Hieran schliefsen sich auch, wenn man den Analogieen der Kreistheilung 
folgt, diejenigen Zerlällungen der ganzen Function W, welche der Eintheilung 
ihrer Wurzelwerthe (1.) in zwei oder vier Perioden entsprechen. Setzt man 

W, = (e— vik))(e—vegR)la — weg’) .... a vlg’ R)). 

W, — (2— vgk)) 2 WER)R—wgh) .... (a wig”h)). 
so geht, wenn gA statt % substituirt wird, W, in W; und zugleich W#, in 
W, über; es bleibt daher W,--W, durch diese Substitution ungeändert und 
IW,— W; wechselt sein Zeichen; und zwar gilt dies für jeden Werth von .r, 


also auch in Rücksicht der Coöfficienten dieser ganzen Functionen. Diese Coöf- 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 3. 33 
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liecienten sind demnach für die Summe W,-- W, gewöhnliche eyclische Func- 

tionen, also ganze Zahlen, und für die Differenz W,— W; cyclische Functionen 

zweiter Ordnung, also von der Form Ayım. Hiernach ist es erlaubt 
W.-+-W.=}, W,—-W;, = Zym 

zu seizen, wo Y und Z eanze ganzzahlige Funclionen von x bedeuten, die 

erste vom Grade 4(p—1), die zweile vom Grade 4(p— 3). Aus diesen 

(rleichungen folgt, durch Addition und Subtraclion : 


2W., = Y-+-Zym, 2W, = Y— Zym, 


und da ##° dem Producte #97, 17%, ist, „so läfst sich immer 4W auf die Form 
„a — (Y--Zym)Y— Zn) = Y’’—mZ —= Y’+m(Zi) 

„bringen. Durch eine mehr delaillirte Untersuchung läfst sich sogar zeigen, 

„dafs #9” selbst auf diese Form Y’—mZ’ gebracht werden kann.” Y und 


# sind stels beide von Null verschieden. weil sonst W als ein vollständiges 
Quadral dargestellt werden könnte, was offenbar der in ($. 2.) bewiesenen 
Irreduetibilität der Gleichung ## == OÖ widerstreitet. Um wenigstens en Bei- 
—3r4+6r’+.r" 
I+62’—3.° °’ 
also W = a" -- 62° — 3 = (2-3) —3.4, Y—= 243, Z=20. Hier kann 


man nämlich „== 1--2 setzen, und die geraden Polenzen von g werden ==1, 





spiel zu geben, sei #2 = — 3, = 9; dann ist (—3t) = 


—i, —1, 2 (mod. — 3), die ungeraden Polenzen von g == denselben Zahlen 
noch mit 1--2 multiplieirt; es nehmen daher W, und W; die Formen resp. 
x — w* und «*— ıw* an, wo v«e* und 0 die beiden Wurzeln der quadrali- 
schen Gleichung S-+-65—3=0 sind. — Diese Art der Zerfällung steht 
im genauesten Zusammenhange mit der von Dirichlet im 24ten Bande ge- 
genwärligen Journals untersuchten Anzahl der binären quadratischen Formen 
in der complexen Zahlentheorie; doch will ich dem hochgeehrten Verfasser 
in der näheren Auseinanderselzung jenes Zusammenhanges nicht störend vor- 
greifen, da der zweite Theil seiner betreffenden Abhandlung (a. a. O. Seite 291) 
noch zu erwarten ist und Drichlet’s eigene weitere Durchführung dieses 
(regenstandes gewils ein Wunsch aller Freunde der Zahlentheorie sein wird. 

Eine der obigen analoge Betrachtung der vier Factoren von W, welche 
der Zerlegung der Totalität der »—1 Wurzeln in 4 Perioden entsprechen, 
zeigt, mit Rücksicht auf die Eigenthümlichkeit der eyclischen Functionen vierter 


Ordnung, dafs diese vier Facloren in der Form 
1Y+1Y'41 7'217" 2°) 
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enthalten sind. aus welcher sie hervorgehen, wenn man der Wurzelgröfse 
—- /( — 1)? m) ihre vier verschiedenon Werthe eiebt. F, Y’, Y", 7” 
sind vier ganze Functionen von .r mit ganzen Coöfficienten: die erste 3 ist 
vom Grade 4(p—1), die übrigen drei sind wenigstens um einen Grad nie- 
driger. Bezeichnet man nämlich die vier Factoren durch W,.,. W,, #5. W,. 
so ist nur zu bemerken, dafs die ganzen Funclionen von .r: 
W--W,-+-W--W,. W-:W, —-W;—ıW,, W,—-W-MmM,—W, 
und WW, — WW; --:1W,;. 
so wie ihre Coäffieienten, eyelische Verbindungen resp. von der ersien, vier- 
ten. zweiten und vierten Ordnung sind, und dafs aufser der ersien in den drei 
anderen das höchste Glied .c*‘””" sich aufhebt. Das Übrige ergiebi sich leicht. 
Cyelische Verbindungen achter Ordnung, zu denen ich jetzt übergehe. 
Iinden nur dann Stall, wenn » == 1 (mod. S), also }(p—1) eine gerade Zahl 
ist. Unter dieser Vorausselzung, welche im Folgenden stets gelten soll. ist 
(—1)HP-) — . Pk)’ == m, und die Wurzelgröfse ./ geht in Van über. 
Um die einfachste eycelische Function achter Ordnung, oder wenigstens 
eine solche, welche die leichteste Behandlung zuläfst, zu finden. zerlege ich 
das Product P(%) abermals in zwei Factoren 


vw (k)an( g% w(g’k)...w(g””k) = Ok), 


(2) 12 (gk)ın( gh wi I ’R) EFT a: :R k), 


wo der Kürze wegen p—1==8% geselzt ist. Aus Q und #2 bilde ich die 


Verbindung 
(6.) O(k)— wiR(k) = S(k) ne S(k; 0). 
in welcher » irgend eine der beiden Wurzeln der Gleichung & == 2 be- 


zeichnet. Zwischen den Funclionen Q und R finden folgende Relationen, 
bei denen nicht zu Vergpasn., dafs w(y”k) —= w(ik) = ıw(k) ist, Statt: 
VO yk)—R(k). R(yk)—=O(y’h)—=i0k). Kig’k)=i0(gk)—tR(k),u.s.w.; 
ferner OQR=P, O'’R’— P!— m. Für die Function Ö ergiebt sich hieraus 
S(gk)—= ((yk)— wiR(yk)— R(k)-- vOk)—=w( Ok) — wiR(k))—=wS(k); 
also ist S in der That eine ceyclische Verbindung Ster Ordnung: denn aus 
S(yk)—=wS(k) folgt S( yk)’— S(k)‘, da o"—=1 ist; und zwar gilt dies 
für beide Werthe von », die der Gleichung =? genügen und deren einer 





dem andern entgegengesetzt und zugleich die Öte Potenz desselben ist. Statt 


indessen gleich von vorn herein bis zur Sten Potenz von 5 aufzusteigen, be- 
33 * 
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trachte ich zunächst S° und andere eben so einfache Verbindungen, welche 
sich bequem mit den bereits untersuchten evelischen Funetionen 4ter Ordnung 
vergleichen lassen. DBeachtet man die für alles Folgende sehr wesentlichen 
Relationen 
(7) Pigk) = :Pk) = wW"Pik), S(gk;w) = wS(k;w), 
S(gk;w) = w’S(k;w), 
so zeigt sich leicht, dafs die Verbindungen 
S(k;oY’Pky,. S(k;o’)P(k), S(k;wo)S(k;w’)P(k) 


dureh die Subslitulion von g% statt 4 unverändert bleiben; denn die in Folge 
der Relationen (7.) als Factoren hinzutretenden Potenzen von m vereinigen 
sich jedesmal zu #1. Da diese Unveränderlichkeit für beide Werthe von 
c» Statt findet, so sind alle jene Verbindungen nach ($.6.) ganzen complexen 
Zahlen von der Form A--Bo gleich, so dafs A und 3 gewöhnliche ganze 
complexe Zahlen aus vierten Wurzeln der Einheit bedeuten. Um jene Ver- 
bindungen übersichtlicher darzustellen, kann man S(k;w’) = S’(k) setzen 
und die Zahl % überall weglassen, so ds S—=Q0— wiR, S'’—=Q0-wiR 
oeschrieben wird. Dann sind also 

8) SP, s’P', SS’P, = ganzen Zahlen von der Form A--Bu. 
Ich entwickle jetzt die Ausdrücke in (8.). indem ich statt N und 8’ wieder 


die Verbindungen Q—:wR und Q- zwR setze und die Gleichungen OR=P, 
P'— m zu Hülfe nehme. Dies giebt 


SP’ — (0 —ı:R’—2wW:OR)P’ — (0 —:R’)P’— 2w:P*. 
Der Coöffieient von ® wird also = — 22m und ist a prior: angebbar; der 


übrige Theil (0 — BR’) P’, welcher & nicht enthält, mufs für sich ebenfalls 
einer ganzen Zahl gleich sein. Dies kann « posterior? nachgewiesen werden; 
denn selzt man gk statt A, so geht Q* in A’, R’ in — Q, also Q’—:R’ in 
R-:0—=i(W"—iR), ferner P’ in "P’ über, also bleibt (@—:R’) P' 
durch diese Substitution unverändert und ist deshalb nach ($. 6.) einer ganzen 
Zahl gleich. Diese ganze Zahl ist überdies nach ($. 5.) durch »n theilbar, da 
der Ausdruck in Bezug auf die Wurzeln (1.) homogen und vom Grade 


U —=eNi—p—17>-0 ist Die für S°’P°’ zu setzende complexe Zahl 
A-- Bo hat also die beiden Eigenschaften 3 = — 2im und A==0 (mod. m). 
Der Werth von S”P° geht entweder aus dem von S°P° durch Vertauschung 
von @ mit @ = — w hervor, oder kann auf dieselbe Weise ermittelt werden. 
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und man erhält 
(9) SP’ = m(u—?Rio), S"P’ — m(u--2:w). 
Die Multiplication dieser beiden Gleichungen giebt 
SS" P' — m’(u--Rto)(u— ?2iw). 
Läfst man links P*, rechts statt dessen den Factor m weg, so kommt (SS’P)' 
— m(u-+2io)(u —2:o), und da SS’P ebenfalls eine ganze Zahl und zwar 
eine gewöhnliche complexe Zahl ist, indem SS’P — (Q’--:R’) P die Wurzel 
nicht enthält, so muls m{u--2:w)(u— 2?) ein vollständiges Quadrat sein; 
woraus hervorgeht, dafs (u--22w)(u—*2:w) (welches sich übrigens auf die 
gewöhnliche complexe Zahl w°--- 42 redueirt) mit »» aufgeht und dafs der Quo- 
tient der Division ebenfalls ein vollständiges Quadrat sein mufs. Setzt man 
(u-2t:o)(u— 2:0) — mv’, so ‚ist v eine gewöhnliche ganze complexe Zahl 
und man findet 
(10) SS’P = my, (u--2io)(u— ?io) — me”. 

Aus dem Werthe +2: des Coefficienten von »® in Ö’P’ und S”P’ (9.) 
ergiebt sich sogleich, dafs diese Gröfsen, und folglich auch S und 8’ selbst. 
von Null verschieden sind und dafs es demnach immer cyclische Ver- 
bindungen achter Ordnung giebt, die einen von Null verschiedenen Werth 
haben. — Die ganze Zahl w bleibt unbekannt; es läfst sich indessen ihr Rest 
(mod. »n) angeben. Zu dem Ende ist es nach den Principien von ($.5.) nur 
nöthig,. den Ausdruck (9 — KR’) P’— mu in eine unendliche Reihe nach 


sfr 


. kt 
Potenzen von £ zu entwickeln, nachdem man zuvor £ statt - 


, kC kC 
zelgröfsen w(k) = y (); p(gk) = „(3 


diese Reihe den Coefficienten der niedrigsten Potenz von ? aufzusuchen, deren 


in den Wur- 








= ) u.s. w. gesetzt hat, und in 


Exponent durch »—1 theilbar ist. Für das vorliegende Beispiel wird die Auf- 
findung jenes Coöfficienten dadurch ungemein erleichtert, dafs der zu ent- 
wickelnde Ausdruck vom Grade p—1 ist und also nur das erste Glied der 
Entwicklung, welches die Potenz /””' enthält, beibehalten zu werden braucht: 
auch bei der Entwicklung der einzelnen Theile ist jedesmal nur das erste 
Glied beizubehalten nöthig. Da wir es hierbei nur mit Producten von der 
Form g(rt)y(r't)p(r"t) zu thun haben, so bemerke man, dafs allgemein die 
Entwicklung der lemniscatischen Function y{rt) mit rf als erstem Gliede be- 
sinnt, und dafs demnach für ein Product wie y(rt)y(rt)y(r"t).... der 
erste Coefflicient der Entwicklung zu dem Product der Zahlen rr'r".... wird. 
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wobei übrigens die Zahlen v, vr’, r”, .... ungleich, oder auch zum Theil gleich 
sein können. Hiernach fängt. wenn man die Entwicklung ausführt, @° mit 
EX MEER un ze? ua a END U, A a. 
also ’— AR’ mit y*U (1 ig”)t; ferner fängt P° mit (yy’g’gt.... gr 

get”, also endlich der zu untersuchende Ausdruck (Q—:R’) P’ mit 
DAAD I — A) — (1 — ig")! an. Da es sich nur um den 
Rest (mod. m) des gefundenen Coöffieienten 9” "—*(1— ig”) handelt, so kann 
man denselben vereinfachen, indem man die Congruenz 9” ==? (mod. ın) hinzu- 
zieht; 1—2g° geht dann in 1—?.2—=2 über, y*' wird =1, y” = g* =ıg*, also 


kann blofs 229° statt des Coöffieienten von 2?’ geschrieben werden. Vergleicht 


F(k)=(—1”0 (mod. m) in ($.5.). 


m’ 


. . en . . 1 ) . 2 2 > . r 
so ist hier vr —1, d == 22g* (mod. m). mithin « = — (0 —-ı:R)P'= — Ay 
ß e 





man dies mil dem alleemeinen Satze 


(mod. n). Man bemerke die hieraus sich ergebenden Congruenzen 
(11) uw—2io = — Algo), u+rRio = —%(g’— ©) (mod. m). 


durch deren Multiplication sich das schon oben gefundene Resultat bestätigen 


läfst. dafs nämlich das Produet (a — 2) (u--2:iw) durch m theilbar ist: denn 
\ FR N / 





dieses Produet wird 4(g’-+-0)(®— 0) = —4(g*—;) (mod. m) und 
g°—i ist wirklich durch »n theilbar. Um indessen einzusehen, wie sich der 
Divisor m auf die beiden Factoren vertheilt, sind einige Sätze aus der elemen- 
taren Theorie der aus achten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten Zahlen 
nothwendig, mit welchen ich mich im folgenden Paragraphen beschäftigen werde. 
Inzwischen folgt über die Form von Ö$ und 5’, soweit das Bisherige reicht, dafs 
‘ FE Ver; e BERIEN. 

(12). I — YU—Rw)yn, 5’ — yY(u--2iw)yın, 

| I” — m(u —2iw)*, Ss" — m(u--20)* 


4 
ist. wie sich aus (9.). ergiebt. wenn man slatt P seinen Werth yın setzt: das 
| J 


Product beider Wurzelverbindungen in (12.) enthält nur noch die eine Irra- 

. . . r, . u. 
lionalität ya, wie aus (10.) hervorgeht, und die ganze Zahl w ist = — ig’ 
(mod. »»). Zu einer gründlichen Erforschung der in (12.) vorkommenden 


J 


Irrationalitäten ist es jedoch ebenfalls erforderlich, die wichligsten elementaren 


Sätze über die aus achten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten Zahlen 


vorauszuscehicken. 
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S. 8. 
Die aus Sten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen 
betrachte ich immer unter der Form A-- Bo, in welcher A=a--bi, B—c-+-.di 
gewöhnliche complexe Zahlen sind und & —: ist. Vollständig ausgeschrieben 
wird eine solche Zahl 
a-+bi--(c-- do — a-- cw -- bw’ -- do, 
und wenn man a-+-cer -+-bxr -- de" —a--bxri-—(c--de’)e— f(x) selzl,. so 
wird sie =f(wo\. A und B bleiben unverändert, wenn ® == —w an die 
Stelle von & tritt; dann geht A-Bo—=f(w) in A— Bo — fo’) über. 
Anders verhält es sich, wenn w’ oder w’ stalt & gesetzt wird. wodurch ? 
in —? und A und B gleichzeitig in ihre conjugirten Werthe @— bi resp. 
ce — dt übergehen. Da das Product der beiden Werthe A-- Bo und 4— Bu. 
welche ich zugeordnete nennen will, eine wichtige Rolle spielt. und da das 
Wort Norm schon eine anderweitige, ganz bestimmte Bedeutung als Quadrat 
des analytischen Moduls für die imaginären Ausdrücke erhalten hat. so entsteht 
in der That eine Verlegenheit, wie ein solches Product zu bezeichnen sei. Ich 
will, in Ermangelung eines besseren Ausdrucks, das Produet (A- Bo) A— Bo, 
— f(w)f(w’), welches die gewöhnliche complexe Zahl A’—:B° vorstellt. 
einstweilen das Normalproduct von A-- Bo oder A— Bo nennen und durch 
%A--Bo)—W(A— Bo) bezeichnen. Die Norm von fiw) ist dagegen das 
immer positive Product f(w)f(»)—=Nf(o) = Nf(w'),. die Norm von f{w’) 
das ebenfalls positive Product f(w)f(w') = N f(w')— Nf(w’). Das Product 
aller vier Werthe f(o) fo’) fo’) f(w‘) ist die Norm des Normalproducts 
— N%(A-+ Bo) = N(4’—:B°) und hat immer einen reellen positiven und 
„war ganzen Werth, wenn A und B ganze Zahlen sind. Da die vorliegen- 
den complexen Zahlen vom Standpuncte der gewöhnlichen complexen Zahlen- 
theorie und nicht von dem der reellen angesehen werden und & nicht 
sowohl als achte Wurzel der Einheit, sondern als Wurzel der Gleichung 
wo”? zu betrachten ist, so soll im Allgemeinen eine Trennung von A und B 
in ihre weiteren Bestandtheile nicht unnöthigerweise vorgenommen werden, 
und ich unterscheide nur die beiden Fälle der complexen Zahl A-- Bo, wenn 
B —= 0, und wenn B von Null verschieden ist. Im ersten Falle ist die- 
selbe monom und man hat f(w)—=f(w’),. Wf(o) = f(w)’— A’, im zweiten 
ist sie binom und f\w*) ist von fo) verschieden. Für gewisse Betrachtungen 
könnte es von Interesse sein, die Fälle, in welchen die complexe Zahl auf 
die Form a-+b5by2 oder «--dby—2 gebracht werden kann und in welchen 
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entweder f(o) mit f(o’) und f(w’) mit f(»°). oder f(w) mit f(w’) und f(w’) 
mit fo’) übereinstimmt, speciell hervorzuheben und von den übrigen abzu- 
sondern: für den gegenwärligen Zweck scheint indessen eine solche Unterschei- 
dung überflüssig und würde nur unnöthige Complicationen verursachen. 

Obwohl die elementaren Sätze über diese complexen Zahlen aus der 
von Derichlet gegebenen Theorie der binären quadratischen Formen für die 
gewöhnlichen complexen Zahlen abgeleitet werden können, wenn man der 
Determinante den speciellen Werth 2 giebt *), so scheint es mir doch ein- 
facher und angemessener, einem demjenigen ähnlichen Wege zu folgen, welchen 
auch Dirzchlet am Anlange seiner oben erwähnten Abhandlung (a. a. 0. $. 2.) 
eingeschlagen hat und welcher schon von G@aufs in seinen „Disq. Arithm.” 
für reelle Zahlen, ja selbst schon von Kuchd vorgezeichnet worden ist. Man 
geht hierbei von folgender Grundbetrachtung aus. Ist &-+Pw eine beliebige 
vegebene complexe Zahl, in welcher « und /3 nicht nothwendig ganze Zahlen 
sind, sondern beliebig rationale oder irrationale Werthe haben können, k-+Iw 
eine unbestimmte ganze complexe Zahl, und setzt man die Differenz 

a Bo — (k--Io) = (a —k)-+(P lo = f(w), 
so läfst sich über die unbestimmten ganzen Zahlen % und / immer so ver- 
fügen, dafs das Product f(o)f(w’)f(w’)f(w’) <A wird, wobei das Zeichen < 
in allen Fällen die Gleichheit ausschliefst. Setzt man f(w)f(w’) f(w’)f(w’) = II 
und bezeichnet durch ein vorgesetztes M den analytischen Modul irgend einer 
(iröfse, so erhält man 
IT — Nie —k?—:ß—0%), YAI=Mlle— k?—iß— 102) 
Betrachtet man den Ausdruck (@ — k)’— (2 —Ü) als die Summe aus (@ — %k)’ und 
— (9 — 1)’, und bemerkt, dafs M(« — A)’—= N(@e—k) und M(—:(#?—1)) 
— M(B—lI = N(P—T) ist, so folgt aus einem bekannten Satze: 
yII zZ Nae—k)+N(P—0). 

In den beiden Normen N(@ —%) und N(%—!) kann man die ganzen Zahlen 
k und / immer so bestimmen, dafs jene entweder beide < 4 werden, oder we- 
niostens die eine <_ 4, die andere —=4 wird. Eine Ausnahme macht nur der 
Fall. wenn « und / gleichzeitig von der Form +4+1? sind; d.h. man kann 
immer Ne —A) 4 und N(P—Ü)=- 4 machen und beide untere Zeichen 
zugleich braucht man nur in dem einzigen eben erwähnten Faile gelten zu 
lassen. Mit Ausnahme dieses einen Falles hat man also stets, wenn k und / 


*) Vergl. Jacobi’s Bemerkung hierüber im 19ten Bande dieses Journals S. 316. 
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demgemäfs bestimmt werden, YII — Ne —k)+ N 5 —- )<4--4<Z1, also 
auch /7<Z1 (nicht = 1); wie behauptet. Was den ausgenommenen Fall be- 
trifft, in welchem @« = +4+4? und zugleich % = 4 +4?, so kann man für 
diesen der Zahl fo) die Form (I -- 12) wo 4442) 4(1--2).(1-+w) ge- 


ben und es wird // =}, also auch in diesem Falle /7<1. 
Aus diesem Prineip geht hervor, dafs zu dem Quotienten je zweier 


u , A-- Du 
vergebenen ganzen complexen Zahlen von der hier betrachteten Art TIP 
i ; r« ID w 


immer eine yanze complexe Zahl A--Iw dergestalt bestimmt werden kann. 
A-+- Do 
A+b’w 
der Einheit liegt und dafs also 


NR(A-+ Bo — k--Io)(A'--B’o)) <ZNWNA-+ Dow) 


wird. Hierdurch wird die Möglichkeit gegeben. die bekannte Operation der 


dafs für die Differenz — (k-+Io) die Norm des Normalproduels unler 


Aufsuchung des gröfsten gemeinschaftlichen Theilers zweier Zahlen auch für 
die hier vorliegenden complexen Zahlen so durchzuführen, dafs die Reihe der 
zu bildenden Quotienten und Reste endlich abbricht; und im Gefolge dieser 
Operation ergeben sich alle diejenigen elementaren Sätze über die Theilbar- 
keit der Zahlen durch einander und ihre Darstellbarkeit durch Producte von 
Primzahlen, welche das Fundament der reellen und der gewöhnlichen, von 
(Gaufs eingeführten complexen Zahlentheorie ausmachen. Da sich demnach 
in der neuen Theorie mit wenigen Ausnahmen Alles vollkommen analog ge- 
staltet, so wird es der Kürze wegen genügen, wiederholt auf die ersten 
Paragraphen der schon oft eitirten Abhandlung von Derichlet im 24ten Bande 
gegenwärtigen Journals zu verweisen und nur die eigenthümlichen Puncte der 
Theorie hervorzuheben, unter welchen die Betrachtung der complexen Ein- 
heiten obenan steht. 

Unter den complexen Einheiten will ich alle diejenigen ganzen Zahlen 
zusammenfassen. deren Normalproduct eine gewöhnliche Einheit +1. oder 
+2 ist. Aufser den Polenzen von & sind also noch die übrigen Lösungen 


der Gleichungen 4°—:B’— +1 und A’—:B° —= +: aufzusuchen. Ich 
bemerke, dafs aus den Lösungen der Gleichung 4°—:B’— 1 sofort die 


der drei übrigen in der Form 4° —:B’==:“ enthaltenen Gleichungen durch 
Multiplication mit einer Potenz von w hervorgehen. Denn genügt f{w) der 
ersteren, so dafs f(w)f(o’)—=1 ist, so hat man. f'(w) = w”“f(w) setzend: 


—)U u 


f(w)fiw) = wtw"f(o)f(lw) = w = w" =; 


Crelle’s Journal f, d.M. Bd. XXXIX. Heft 3, 34 
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also genügt dann w“ f\w) der Gleichung 4°— :B’ — :“; und umgekehrt: jedes- 
mal, wenn f(w) der letzteren Gleichung genügt, ist w“f’(w) = f(w) eine 
Lösung von 2—:B’° — 1; so dafs demnach, wenn f(w) alle Lösungen dieser 
Gleichung enthält, w&"“f(w) alle Lösungen von A’— :B? — “ ergeben wird. 
Dirichlet hat die allgemeine Theorie der Gleichung #— DB’ —1 für eine 
beliebige gewöhnliche complexe Zahl D aufgestellt und dabei den Fall beson- 
ders hervor gehoben, wenn Z) einen reellen Werth hat, oder, wie dies hier 
der Fall ist, das öfache einer reellen Zahl bedeutet. Seinen Andeutungen fol- 





gend, setze man A—=«- f, B=y-- di, wodurch die Gleichung 
(@- My—i y-+di) = 1 
in die beiden 
(a.) a — - 2y0 — 1 und (b.) 2a —y° + | 
zerfällt. Die zweite läfst sich so schreiben: 


’ ‘ 0 du ni I. 
(e.) Rep = (Yy+d)y—6) 


woraus hervorgeht, dafs einer der beiden Factoren y+0d und 7—d gerade 





ist, also, da Summe und Differenz zweier Zahlen immer zugleich entweder 
verade oder ungerade sind, dafs auch der andere Factor gerade sein muls. 


d=?2h, so wird y=k-+h,d=k—h, 








Setzt man demnach y--d =R%k, y 
2,0 —=2(k’— A’) und aus (c.) wird 

(.) oP = 2kh. 
ürster Fall: 5 gerade = 2P'; af’ —=kh— abed, a —= ab, P'— cd, k— ac, 
h—bd; aus (a.) wird ab’ — 4c’d’ +-2a°c — 2b’d’ — (a? — 2d’) (+20) — 1: 
da also 5°-+-2c’ in 1 aufgeht und gewils positiv ist, so kann nur ’-+-2e— -1 


sein, also e=0 und b»=+1==e; ferner ist dann zugleich «@ — 2d’ — 1 





Hiernach ist 2’ = cd —=0, also auch P—=0, k=ac—=0, h=ed, a — eu, 





y== ed, 0 —= —ed, folglich in diesem Falle f(w) = e(a+w(1—:)d) — 
e(a--dy2),. während #« —2d’—=1. Zweiter Fall: « gerade — 2u': 
«9 — kh— abed, «—= ab, P—=ecd, kR=uac, h=bd; aus (a.) wird 
2a — d’)\26# +0) —=1, woraus, wie vorhin, 5 =0, c= + =. 
>. I — 1, + "NA 0. 6 ed, = ) — , — Ed, vw) = e(dı-- o(1--2)«) 
— 2. d-+-ay2), während d’—2a = —1. Die einfachste Lösung der Gleichung 
u —2y’—=—1l ist 2—=1, y=1, also sind alle Lösungen von x? — 2y” 
— — lin +1-+-y2)”*, vr von —»x bis ®, und alle Lösungen von x? — 2y” 


1 in +#(1-+-y2)” enthalten. Daher sind alle Werthe von f(w») in den 
beiden Formen 


+ 1 -y2)” und +1(1- + Ya 
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enthalten, die sich in +[2(1-+y2)] vereinigen lassen. weil = — +1 oder 
— +, je nachdem » gerade oder ungerade ist. Da2zy2 = w.oy2—=w(1--2) ist, 
so hat man, in der gewöhnlichen Form ausgedrückt, f{») = + + w(1--2)) 
— +e, wenn die einfachste complexe Einheit #--&(1--2) hier und im Fol- 
senden durch e bezeichnet wird. Alle complexen Einheiten sind demnach in 


der Formel 
‚„jevon Obis 7] 


, pn e=ito(l-+i)=(1+w):1—i) 
Iv von — » bis «| | 


(13.) E(w) = we 


enthalten. Die Zahl e fällt, abgesehen von dem Factor 2, mit dem positiven 
und von 1 verschiedenen Werthe 1-- y2 zusammen, und es sind daher alle 
ihre Potenzen sowohl unter sich als auch von den Potenzen von » verschie- 
den. Die Potenzen der zugeordneten Zahl € =? — w(1--?) liefern keine neuen 
complexen Einheiten; denn aus ee —1 folgt € —=e”', also fallen die positi- 
ven Potenzen von e' mit den negativen von e und umgekehrt zusammen. 
Nach den complexen Einheiten sind die einfachsten complexen Zah- 
len 1--© und die Potenzen dieser Zahl. Von ihnen ist zu bemerken: 
1) das Normalproduct von 1-0 ist (1--o)(1— wo) = 1—2, hiervon 2 ist die 
Norm; 2) 1-- © geht für jeden ganzen Werth von « in 1--@“ auf; wenn u 
ungerade, so ist der Quotient eine complexe Einheit; jede Potenz von w ist 
=1 (mod.1-+%). 3) Die Potenzen von 1--w können, so oft sie als Moduln 
vorkommen. durch einfachere Zahlen ersetzt werden: die geraden Potenzen 
(1+0), (140% (1--o), (1+w) u. s. w. durch resp. 1+:, 2, 2+2;, 
4 u. s. w., die ungeraden Potenzen durch die Producte dieser Zahlen in 1--w, 
so dafs z. B. (1--0)" mit 8-+8w gleichgeltend ist. 4) Alle complexen gan- 
zen Zahlen zerfallen in ungerade und in solche, die durch 14% oder eine 
höhere Potenz von 1-0 theilbar sind; jede ungerade Zahl A-- Bo ist 
= 41 (mod. 1-0) und für sie ist eine der beiden Zahlen A, B ungerade, 
die andere gerade, d. h. durch 1-2 theilbar. Wenn A+ Bo durch 1--w, aber 
nicht durch 1-2 theilbar ist, so sind A und B beide ungerade; in jedem 
anderen Falle sind A und B beide durch 1-2 theilbar. 5) Die ungeraden 
Zahlen kann man durch Multiplication mit Potenzen von ® und mit der ein- 
fachsten Einheit e immer so einrichten, dafs sie in Bezug auf die hier in Rede 
stehenden Moduln gewissen Bedingungen genügen, die in der Folge von Wich- 
tiokeit sein werden. In f{o) = A- Bw ist entweder A ungerade und 3 
gerade, oder es verhält sich umgekehrt, und in letzterm Falle wird »(A-- Bw) 


—;B--w4A eine solche Zahl, für welche der erste Bestandtheil ungerade, der 
34 * 
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Coöflicient von & gerade ist; unter den beiden Zahlen fi») und wf(o) be- 
findet sich also eine und nur eine, die dieser Bedingung genügt. Durch Mul- 
tiplicalion mit 2 kann man ferner erreichen, dafs A== 1 (mod. 2) wird, d.h. dafs 
in Aa be, a ungerade, 5 gerade wird und dafs nicht das Umgekehrte 
Statt findet; genügt A schon von selbst dieser Bedingung, so unterläfst man 
die Multiplicalion. Auf diese Weise ermittelt man unter den vier Zahlen f{w). 
ofw,, fo), iof(w) eine und nur eine, A+Bw, für welche gleichzeitig 
4 1 (mod. 2) und 3 20 (mod. 1--?) ist. Nachdem dies geschehen, kann 
man mittels der Factoren +1 und e über neue Bedingungen verfügen. Je 
nachdem 3 durch 2 oder blofs durch 1-2 theilbar ist, wird die dem Vor- 
hergehenden gemäls eingerichtete Zahl =1 oder =1--w(1— 2) (mod. 2): 
im letzteren Falle wird ?f\o) = e (mod.2). Man findet demnach unter je vier 
Zahlen, wie fiv), wf\w), 2fiw), zwf(w), stels eine und nur eine, die ent- 
weder I (mod. 2.), oder =e (mod. 2) ist; und zwar hangt das Letztere 


B es ’ i 
vom Reste des Quotienten 177 (mod. 1--2) ab. Das Product zweier Zah- 


len, welche beide e (mod. 2) sind, ist 1 (mod. 2); denn dasselbe ist 

e (mod.2) und man hat ®— —1-+-?2w (1--2)2+-%.0= —1 1 (mod.2); 
wenn also f{w) nicht schon = 1 (mod.2) ist, sondern = e (mod. 2), so ist 
sicher ef(w) I (mod. 2). Vereinigt man dies mit dem Früheren, so folgt. 


dafs es. wenn f(») irgend eine ungerade Zahl bezeichnet, unter den acht 
Zahlen 

f(v). wf(w), wf(w). wf(w),. ef(w), ewfiw), ew’f(w), ew’f(w) 
eine und nur eine giebt, welche I (mod. 2), d.h. für welche A== 1 (mod. 2) 
und 320 (mod. 2). für welche also, wenn A=a-bi, B==e--di ge- 
selzt wird, @ ungerade, d, e und d gerade sind. Benutzt man endlich den 
Factor +1 dazu, um, wie es für die Anwendung auf die Theorie der achten 
Potenzreste am zweckmäfsigsten scheint, 
(4 1 (mod.2--22) zu machen, wenn B=0 (mod.2--22) (1.) und 
IA = —1 (mod. 2425) zu machen, wenn B=2 (mod. 2 --2%) (II.). 
und nennt eine so bestimmte complexe Zahl eine prömäre Zahl (der ersten 
oder zweiten Art, je nachdem ]J. oder II. Statt findet), so findet sich unter 
den 16, in den beiden Formeln &"“ fo») und w“ef(o) enthaltenen Zahlen eben- 
falls eine und nur eine primäre Zahl. Ob dieselbe zur ersten oder zweiten Art, 
d. h. in die Categorie (I.) oder (II.) gehört, hangt davon ab, ob B durch 
2-2, oder blofs durch 2 und nicht mehr durch (1 +?’ theilbar ist, und es kann 


A 


(14.) 
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hierüber nicht mehr nach Willkür verfügt werden. Die in (1.) enthaltenen 
primären Zahlen sind = 1 (mod. 2-22), die in (I1.) enthaltenen = —1--2w 

3+20 (mod. 2--2?), beide Arten sind = 1 (mod. 2--2w). Zwei Zahlen. 
welche entweder beide zur ersten oder beide zur zweiten Art gehören, geben 
mit einander multiplieirt ein Product, welches zur ersten Art gehört, denn es ist 
3-+20)=9=1 (mod. 4), also gewils 1 (mod. 2--22). Zwei zu ver- 
schiedenen Arten gehörige primäre Zahlen geben ein in (II.) gehöriges Pro- 
duet: eine monome Zahl A, für welche also 30, ist offenbar nach der 
hier gegebenen Definition primär und zur ersten Art gehörig, wenn sie im 
Sinne von Gaufs primär, nämlich = 1 (mod. 2--22) ist. Es ist von Wich- 
tiokeit, unter den einer ungeraden Zahl f(w) associirten und in der Form 
w“e’fio) enthaltenen Zahlen diejenigen hervorzuheben, welche eleichzeitig 
primär sind, wenn f{o) als primär vorausgesetzt wird. Diese Zahlen sind in 
der Form e”f(o) begriffen, und alle übrigen sind nicht primär; der zweite 
Theil dieser Behauptung wird durch das Vorhergehende evident. Um sich von 
der Richtigkeit des ersten Theils zu überzeugen, genügt es offenbar. zu unter- 
suchen, ob e‘ und demnach jede Potenz von e’ eine primäre Zahl sei. Dies 


‘ 


ist in der That der Fall; denn e — —93- 


sondern überdies zur Categorie (1.) gehörig, so dafs die Zahlen e” f(w) primär 


(2-22): ist nicht blofs primär, 


sind und mit f\o®) zu derselben Art gehören. Eine primäre Zahl bleibt dem- 
nach primär, wenn man sie mit solchen complexen Einheiten multiplieirt, welche 
seraden Potenzen von e—=2?-+-(1--?)o gleich sind. Dies ist nicht der Fall in 
Bezug auf andere complexe Einheiten; ferner ist es unmöglich. durch eine 
solche Multiplicalion die primäre Zahl aus einer Art in die andere zu ver- 
setzen. 6) Läfst man für einen Augenblick f{o) die Totalität aller primären 
Zahlen bedeuten, so ist nach dem Vorhergehenden jede ungerade Zahl in einer 
der beiden Formen w“f(w), &“ef(w) enthalten, welche in der That 16 ver- 
schiedene Formen ausmachen. Es lassen sich hieraus verschiedene Foleerungen 
ziehn. Bildet man das Normalproduet dieser Formen, so erhält man. da ee’ — | 
und oa — (— 5)“ ist: (fo) — (AB). Da nım flw) 
primär, also jedenfalls A == 1 (mod. 2), B==0 (mod. 2) vorausgesetzt wird. 
so hat man #?—:B’==1 (mod. 4), und der obige Ausdruck wird == (— 3)“ 
(mod. 4). Es wird hierdurch ersichtlich, dafs verschiedenen Formen der Zahl 
verschiedene Formen des Normalproducts und umgekehrt entsprechen. dafs 
die Zahl nur dann primär sein kann, wenn auch das Normalproduet im ge- 
wöhnlichen Sinne primär ist, dafs es keine Zahl giebt, deren Normalproduct 
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3-22 (mod.4) wäre, dafs eine Zahl, deren Normalproduct primär und 
folglich (da der andere Fall eben ausgeschlossen worden ist) =1 (mod. 4) 
ist, nur in den Formen +f(w) oder +ef(w) enthalten sein kann u.s. w. Das 
Quadrat jeder ungeraden Zahl ist in den Formen ö“--4L oder #e4L ent- 
halten, die sich wegen e == 1 (mod. 2--27) in @“--(2-125)L vereinigen 
lassen; das Biquadrat ist in (—1)“-+-8Z oder (—1)“e{8L zusammen in 
(—1)"--(4 4-42) L enthalten, die achte Potenz immer in der Form 1-1 (8-85) L 
u. Ss. W. 

Bei der Untersuchung der ungeraden complexen Primzahlen, welche 
nun ihren Platz findet, gehe ich dem oben festgesetzten Standpuncte gemäfs 
nicht von der Zerfällung der reellen, sondern, was die Betrachtung ungemein 
vereinfacht. von der Zerfällung der gewöhnlichen complexen Primzahlen aus. 
Es sei m eine solche Primzahl und wenn es möglich ist m— (A--Bo)(C--Dw), 
wo beide Factoren von complexen Einheiten verschieden sind. Man kann »n 
als primär vorausselzen, da ja die Zerfällung von Einheiten wiederum nur auf 
die bereits vollständig erledigten Einheiten zurückführt. A-+-Bwo und C--Do 
dürfen dann ebenfalls beide primär angenommen werden. A und B können 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben, denn ein solcher könnte, da »n Prim- 
zahl ist, nur = selbst sein, und CÜ--Dwo würde sich dann auf eine complexe 
Einheit redueiren; eben so wenig können Ü und D einen semeinschaftlichen 
Factor haben. Die vorgelegte Gleichung zerfällt in AC-+BD:i — m und 
AD-+BC=0; schreibt man die letztere so: AD—= — BC, so folgt, da 4A 
zu B und D zu EC relative Primzahl ist, dafs nur entweder C—=+A und 
dann D=FB, oder ÜC—=+:?A und dann D—= FiB angenommen werden 
kann. Die zweite Annahme ist deshalb unstatthaft, weil bei derselben nicht 
sleichzeitig A und Ü== 1 (mod.2) sein könnten, und in Bezug auf die erste 
können nur die obern Zeichen gelten, weil sonst ebenfalls A+ Bo und C-+ Do 
nicht beide primär sein könnten. Es wird also der zweite Factor C-Dw 

:4— Bo die dem ersten A+Bw zugeordnete Zahl und m = A’—:B’, 
so dafs nur noch zu untersuchen bleibt, welche Primzahlen »» in diese Form 
gebracht und demnach als Normalproducte anderer Zahlen A-+ Bw angesehen 
werden können. Alle primären Primzahlen n zerfallen in dieser Hinsicht 
in zwei ÜOlassen, je nachdem sie =1 oder = 3--22 (mod. 4) sind, und es 
ist dies dieselbe Eintheilung, welche auch bei den biquadratischen Resten eine 
Rolle spielt und zuerst von Gaufs aufgestellt worden ist. Dafs die zur zweiten 


Classe gehörigen Zahlen nicht als Normalproducte dienen können, ist schon 
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oben gezeigt worden; es bleibt nur zu beweisen, dafs die der ersten Classe 
wirklich diese Eigenschaft besitzen. Wenn »n =1 (mod. 4), so ist N (m) 
— p==1 (mod. 8). Setzt man, wie im vorigen Paragraphen, » —1 == 84 und 
bedeutet wieder g eine primitive Congruenzwurzel (mod. »»), die der Bedingung 
g*==i (mod. m) genügt, so ist 9" —:—=(g’-w)(g’— w) durch » theilbar. 
und da die beiden Factoren +» und 9’—w keinen anderen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben können, aufser einen solchen, der in ihrer Differenz 2w 
aufgeht, also eine Potenz von 1-+w ist, übrigens m in keinem der beiden 
Factoren enthalten sein kann, da diese Zahl sonst in +1. dem Coöffieienten von 
wo» aufgehen müfste: so bleibt nichts anderes übrig, als dafs m in das Produe! 
zweier complexen Factoren zerfällt, deren einer in g°--w, der andere in 
g’— eo enthalten ist und welche beide von complexen Einheiten verschieden 
sind. Nach dem Obigen ist es immer möglich, diese Zerfällung in der Form 
m — (A-- Bo)(A— Bo) = m,m, und zwar nur in dieser Form zu bewerk- 
stelligen, wenn 4-+- Bw primär angenommen wird. Man kann hierbei ferner an- 
nehmen, dafs »n, in 9” — w und mn, in g’--w aufgeht, dafs also = w (mod. m, ) 
und 9’ = w’ (mod. n,) ist. Wenn die Zerfällung m — m,m, in irgend einer 
Weise ausgeführt ist, so gehen alle Primzahlen, welche das Normalproduet 
haben, und überhaupt alle in a aufgehenden Primzahlen aus », oder aus m- 
durch Multiplication mit Einheiten hervor. Setzt man f(w) = em,, wo & eine 
Einheit ist, und soll Rf(w) = f(w)f(w’) —= m werden, so mufs, da auch schon 
Kam) = mm, —=m ist, W(e)—=1 werden; und dieser Bedingung genügen, 





wie oben gefunden, nur Einheiten von der Form e=+e, wo e=:--(1--1,0; 
es ist also z. B. zn, kein Werth von f(w), noch weniger om,. Es sind dem- 
nach alle Zahlen, deren Normalproduct —= m ist und die zu m, associirt sind. 
in der Form +e’m, enthalten; eben so sind alle zu »n, associirten Werthe, die 
der Bedingung Wf(w)—= m genügen, in der Form f(w») = +e’m, enthalten: 
unter allen diesen sind die premären: einerseits fi») e”m,, andrerseits 
f(v»)=e”m,, wenn m, und »n, selbst als primär vorausgesetzt werden. 
Hierin ist bereits die elementare Theorie der Primzahlen vollständig 
enthalten; denn fügt man hinzu, dafs eine zusamengesetzte Zahl auch ein zu- 
sammengesetztes Normalproduct ergiebt und dafs jede im gewöhnlichen Sinne 
zusammengesetzte Zahl auch in dieser Theorie als zusammengesetzt angesehen 
werden mufs, ferner keine zusammengeselzte Zahl als Normalproduct einer 
binomen Primzahl dienen kann, so leuchtet ein, dafs, abgesehen von com- 
plexen Einheiten, welche als Facloren hinzutreten können und den Character 
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der Primzahl nicht verändern. von Primzahlen keine anderen existiren aufser 
den beiden folgenden. Arten: 

I) Die gewöhnlichen Primzahlen » =3--% (mod. 4), deren Norm 
pP >» (mod.S) ist, wie z.B. —1+2% mit der Norm 5. 3+2% mit der Norm 13. 
u.s. w.. welche in dieser Theorie ebenfalls als Primzahlen angesehen werden 
müssen. Es sind zugleich die einzigen gewöhnlichen Zahlen, welche hier als 
(monome) Primzahlen gelten. namentlich sind die gewöhnlichen reellen Prim- 
zahlen ohne Ausnahme als zusammengesetzt zu betrachten. 


2) Die aus der Zerfällung der gewöhnlichen Primzahlen m = 1 (mod. 4), 


deren Norm p I (mod. S) ist, entspringenden. Diese sind die binomen 
Primzahlen. und jedes m — m,m, giebt zwei derselben =, und »u,, welche 


einander zugeordnet sind. Hierunter sind auch diejenigen begriffen, welche 
aus den Zerfällungen «+ 26° — (a b(1-+?)wo)(«a— bl -+:)w) und «" — 2b 


(a-+-bA—?)o)(a—bA1—:)w) reeller Primzahlen hervorgehen, welche 


abgesehen vom Zeichen +, resp. == 3 und 7 (mod. S) sind und deren Norm 
mit ihrem Quadrate zusammenfällt, also gewils —=1 (mod. 8) ist. Es würde 


indessen überllüssie sein, die Primzahlen dieser Art zu einer besonderen 
(raltung zu rechnen. im Gegentheil liegt es, wie schon weiter oben bemerkt. 
im Interesse der Einfachheit und Übersichtlichkeit für alle spätern Unter- 
suchungen, sie gemeinschaftlich mit den übrigen hier unter 2) enthaltenen 
Primzahlen zu betrachten, und nur die monomen von den binomen Primzahlen 
zu unterscheiden. 

Die Theorie der Polenzreste für die aus achten Wurzeln der Einheit 
zusammengesetzten Zahlen ist vollkommen analog derselben Theorie für die 
[rüheren complexen Zahlen. Man hat auch hier, wenn f(w) eine ungerade 
Primzahl und » die Norm ihres Normalproductes bedeutet, analog dem Ferinat- 
schen Salze F'(w)"”" == 1 (mod. f\®)). für jede nicht durch f\w) theilbare ganze 
Zahl Fo) Der Exponent » —1 ist in allen Fällen durch 8 theilbar, und 
deshalb zerfällt die Differenz F(w)P"— 1 F\w)” —-1 in 8 Factoren. deren 
jeder die Form F\o)’— o»“ hat, wo u die Werthe 0, 1. 2....7 erhält. 
Einer und nur einer dieser Facloren ist jedesmal durch fi) theilbar, und nach 
dem Werthe von «., welcher die Congruenz F'\w)‘ = “ (mod. f(o®)) erfüllt, 
zerfallen für eine gegebene ungerade Primzahl f(w) alle Werthe von F'\w) 
und für ein gegebenes F'\w) alle nicht in #w) aufgehenden ungeraden Prim- 


zahlen f(®) in acht Classen, deren erste, für welche Fw)‘ =1 (mod. f\o)) 
ist. einerseits die achten Potenzreste (mod. f(w)). andrerseits alle ungeraden 
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Primzahlen f{w) enthält, zu denen als Moduln eine gegebene Zahl Fw) achter 
Potenzrest ist. Die vollkommen bestimmlie Potenz von ®, welche in der Con- 


oruenz Fo) = w“ (mod. f(w)) für ein gegebenes Fw) und f(w) vorkommt, 


I (w) VO ’ . 
kann durch ern „ oder wenn keine Zweidenutigkeit zu befürchten ist, blofs 


F(w) i 
durch (9) bezeichnet werden, und es kann die Bedeutung dieses Symbols 
ü) - « 


nach Analogie der zuerst von Jacob? *) für die Zegendreschen Zeichen ein- 


geführten fruchtbaren Verallgemeinerung auf den Fall eines zusammengesetz- 
R j F(w) ‘ 
ten Nenners ausgedehnt werden, indem man unter FPrY Fran das Product 
F(o)\ / Fo) “ 
( ) e -) .... versteht. 
fiw) /,\f(w) 
Dies ist ungefähr Alles, was aus der elementaren Theorie der hier 





“ 


betrachteten complexen Zahlen im Folgenden vorausgesetzt werden wird, und 
es scheint daher ein ausführlicheres Eingehen in dieselbe überflüssig. Es 
versteht sich von selbst, dals beim jetzigen Standpuncte der Wissenschaft. 
und namentlich in Rücksicht auf Drrichlet's und Kummer's neueste zahlen- 
theoretische Arbeiten, die bisherigen Entwicklungen dieses Paragraphen nicht 
als etwas Neues beansprucht werden können, sondern nur des Zusammenhan- 
ges wegen vorgelragen worden sind. Übrigens habe ich Grund zu vermuthen, 
dals auch Aummer, von demselben Principe des Algorithmus der Aufsuchung 
des grölsten gemeinschaftlichen Theilers ausgehend, nicht blofs die elementare 
Theorie der aus Sten,. sondern auch der aus ten Wurzeln der Einheit zu- 
sammengeselzten complexen Zahlen abgeleitet hat. Viel weiter möchte sich 
indessen das hier zum Grunde liegende Prineip nicht erstrecken, da es wesent- 
lich darauf beruht, dafs man das Product aller Werthe der complexen Zahl 
— 1 machen kann, während die Elemente derselben arithmetische Reihen mit 
der Differenz 1 durchlaufen, und es ist demgemäls eine in den Pariser „Comptes 
rendus” vorkommende Notiz eines andern Verfassers zu berichtigen, in welcher 
diesem Princip die unbeschränkte und ausgedehnteste Anwendbarkeit auf com- 


plexe Zahlen aller möglichen Gattungen zugeschrieben wird. 


$. 9. 
Zurückkehrend zu der am Schlusse von ($. 7.) abgebrochenen Unter- 
suchung, beschäftige ich mich jetzt mit einer näheren Erforschung der dort 


*) Monatsberichte der Berl. Akademie vom Oct. 1837. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 3. 3) 
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vorkommenden complexen ganzen Zahlen « — 2iw und u--2%w. Man zerlege, 
was für eine gewöhnliche complexe Primzahl m =1 (mod. 2 --%), deren 
Norm p== 1 (mod. S), nach dem Obigen ($.S.) immer möglich ist, m in seine 
beiden zugeordneten Primfacloren m = m,m, und setze fest, dafs diese beiden 
einander zugeordneten Factoren in solcher Reihenfolge genommen seien, dafs 
die Congruenzen 
(15) = w (mod.m) und = w = —w (mod. ın,) 

erfüllt werden. Durch diese Congruenzen sind, nach Annahme einer gewissen 
primiliven Congruenzwurzel 4, die beiden Factoren »n, und »n,, bis auf hinzu- 
iretende Einheiten von der Form +e’, vollkommen bestimmt, und eine Ver- 
tauschung von za, mit u, würde die Annahme eines neuen Werthes von y 
bedingen. Ferner werden »2, und mn, als primär vorausgesetzt und dürfen dann, 
wenn man nicht aus dieser Bedingung heraustreten will, nur noch mit e” resp. 
e”” multiplieirt werden. Verbindei man jelzt die Congruenzen (11.) in ($. 7.) 
mit denen in (15.), so erhellet, dafs « — 2?» durch »n,, aber nicht durch n,, 
und #--2:o durch »2,, aber nicht durch »2, theilbar ist. Man kann demnach 
u— 2iw — hm: und u--2w — Am seizen, wo A und 4’ zugeordnete 
Zahlen sind. die mit =» keinen Theiler weiter gemein haben. Das Product 
(u — 2) (uw--2iw) nimmt demnach die Form Ah'mimy —= hh’'m“ an, und da 
dasselbe Product nach ($. 7.) Gleichung (10.) auf die Form mv’ gebracht wer- 
den kann *), so muls Ah’m“”" —= v’ ein vollständiges Quadrat und «—1 muls 
daher eine gerade Zahl sein, weil nach der Voraussetzung Ak zu m relative 
Primzahl ist. Hieraus ergiebt sich, dafs # — 2io und u-+-22w den Primtheiler zn,, 





resp. 22,, in einer ungeraden Potenz enthalten, so dafs die zu untersuchenden 
complexen ganzen Zahlen in folgender Form erscheinen: u — 2ıw —= hm;f*", 
u-- 23 — h'ın?t'; wo A und 4’, wie bemerkt, keinen Factor, weder »n, noch 
n,, mit m gemein haben. 

Um jetzt zu untersuchen, in welcher Weise dieselben Zahlen die in 
ihnen vorkommenden. von zn, und mn, verschiedenen ungeraden Primtheiler 
enthalten (wenigstens so weit es hier erforderlich ist), bediene ich mich der 
folgenden Reductionsmethode. welche sich auf die Sätze in ($. 4.) stützt 
und für die ganze Theorie der Lemniscatentheilung bemerkenswerth scheint. 
Es sei FA; w) irgend eine ganze ganzzahlige Function der Gröfsen (1.) und 


*) So dals beiläufig « und v eine Lösung der unbestimmten Gleichung «’— mv? 
= —4i ausmachen. 
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von w, welche der Bedingung #(gyA) = wF'k), und zwar für beide Werthe 


von » aus @ —=? genügl. Jede solche Function ist eine eyelische Verbin- 
dung Ster Ordnung und ihre Ste Potenz FA)" — einer ganzen Zahl aus Sten 


Wurzeln der Einheit. Nach ($. 4.) ist. wenn n irgend eine von m ver- 


schiedene gewöhnliche primäre Primzahl und A n)=g ihre Norm bedeutet: 
Fk; Wr m Fink; w')-ı-nTk; wo), 


16. ’ | 
Kan Fk; wo)" — F'in’k;w")--nT(k;o). 


Wenn y==1 (mod. 8), so geht »’ in », also F(nk; w’) in F(nk; w) — Fnk) 
über: wenn dagegen y==5 (mod. 8), also erst 9 == 1 (mod. 5) ist, so kann man 
wenigstens in der zweiten Gleichung F'({n’k) statt Fin'k; ’) schreiben; und 
da überdies F\n’%k) und F'nk) nach der Vorausselzung sich von FA) nur 
durch eine Potenz von & unterscheiden, so lälst sich in beiden Fällen eine 
Gleichung finden, deren erster Term rechts genau dieselbe Gröfse FA) ent- 
hält. welche links zur Potenz y resp. g erhoben ist. Um die für beide Fälle 
n=1 und n == 3-23 (mod.4) sich ergebenden Formeln bequem vereinigen 
zu können, lasse man die bisherige Bedeutung von r fallen und bezeichne viel- 
mehr durch » das Normalproduct einer primären Primzahl 4 aus Sten Wurzeln 
der Einheit; » ist dann, nach der Untersuchung über die complexen Primzahlen 
im vorigen Paragraphen. entweder selbst eine gewöhnliche Primzahl. welche 
= | (mod. 4), oder das Quadrat einer solchen. welche = 3 -- 22? (mod. 4) ist. 
je nachdem % binom oder monom angenommen wird. Im ersten Falle ist A als 
Theiler in n enthalten und a» = Ad; im zweiten fällt 4 selbst mit der früheren 
Bedeutung von rn zusammen. Hiernach sieht man, dafs, A mag binom oder 
monom angenommen werden, stets eine Gleichung von der Form 


17.) Fikso) I) — w@Flk:w)—-hT(k:w) oder kürzer #7 — wF--AT 
\ j ;w)- (ty 


Statt findet, in welcher n — R/h), y= N/n) ist; © entspringt aus Fink) — 
w’F'k), und es bedeutet also » den der Congruenz n = g” (mod. »n) oder auch 


n = g’ (mod.»m,) genügenden Exponenten, und da hieraus mit Zuziehung von (15.) 
7 | | n 

n’ = y” = w’ (mod. m,) folgt, so kann »” durch (—-) ersetzt werden. 

wi 

Die Gleichung (17.) geht für einen binomen Werth von A aus der ersten in 
(16.) hervor, wenn dort AA’ statt n und darauf TA) statt A’T'(A) geschrie- 
ben wird. und fällt für einen monomen Werth von A mit der zweiten in (16.) 
zusammen; im letzteren Falle wird aus der ersten in (16.). weil dann N(A) 


=) (mod.5) ist: 
3) * 
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(18.) F(k;o)"W — w®F'(k; w°) +AT(k;o) = w*F'-AT, 
welches nur für eine monome primäre Primzahl A gilt; 0 genügt der Congruenz 
h == g? (mod. »n), also auch der Congruenz A = g? (mod. n,), und da hieraus 


]n ) » h " . 
hg = w* (mod. ın,) folgt, so kann w”? durch (—) ersetzt werden. Die 
- 0, °5 


Gleichung (17.), welche später bei den arithmetischen Anwendungen in der Form 
f my ( n n | 
| m, | 
zugleich mit (15.) in der Form 


a8) FO = (E).F'+AT 


eine Rolle spielen wird, benutze ich für den vorliegenden Zweck, um umge- 
kehrt nicht die gte Potenz F" durch die erste F, sondern die erste Potenz F 
durch die übrigen Theile der Gleichung auszudrücken. Ich gebe ihr deshalb die 
nachstehende Form: 
(19) F(k) = w’F(k" —h.uo”T(k); 
auch wende ich sie im Augenblick nur auf den Fall an, wenn 4 Primtheiler 
der ganzen Zahl F'(A)* ist. Schreibt man die Potenz F'(Ak)’ so: F(A). Fk)", 
so wird in diesem Falle, da y>>8, also —S ein posiliver Exponent ist, 
die ganze Seile rechts das Afüche einer ganzzahligen Function der Wurzeln 
der Gleichungen #’—0 und w==?; nämlich wenn F{k)’—Al ist: F'= 
h.\omlE""— w”T}. Dies gilt für alle p—1 Werthe von A und für beide 
Werthe von &. Wird demnach Fk) ==AF\(k) geseizt, wo F\(k) die in 
der Parenthese { } stehende Funelion bedeutet, so hat man ebenfalls F'(gk) 
— AF\(gyk), indem 4 zugleich mit £°(A)' von k unabhängig ist; und aus der 
Voraussetzung F'(gk) = wF'%k) ergiebt sich dann, dafs auch F\,(k) der ana- 
logen Relation #,(gyAk) = wF\,(k) genügt, also, wie Fk), eine cyclische Func- 
tion Ster Ordnung vorstellt. Wird ® mit ©’ vertauscht, so geht A in die ihr 
zugeordnele Zahl 4 über, die übrigens, wenn 4 monom ist, mit ihr zusam- 
menfällt, und man erhält 
F(k;w) = WF,(k;w), Fı(gk;w) = w’Fi(k; w). 

„Wenn also F'%k) irgend eine ganze yanzzahlige Function der Wur- 
„zeln der Gleichungen W — 0 und » =? bezeichnet, die der Relation F{gk) 
„—@F'(k) genügt, und % bedeutet einen der von a,, »n, und 1-+-w ver- 
„schiedenen Primtheiler der ganzen Zahl Fk)”, so läfst sich die erste Potenz 
„E(k) auf die Form AF\ (A) bringen, wo F\(k) alle von F'(k) vorausgesetzien 


Er EEE SIEHE 
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Enz 


„Eigenschaften ebenfalls besitzt. Es ist demnach F}(A)” wieder einer ganzen 
„Zahl gleich und F'(A)" nicht blofs durch %, sondern durch 4° theilbar.” 

Statt (19.) hätte man bei dieser Reduction von FA) auch eine allge- 
meinere Gleichung zum Grunde legen können, in der g durch eine beliebige 
Potenz von g ersetzt ist und die sich eben so leicht aus den Prineipien von 
($. 4.) ergiebt. Eine wiederholte Anwendung desselben Verfahrens, durch 
welches der Primfactor. 4% herausgezogen und F'(k) auf die neue evclische 
Function F\, (A) redueirt worden ist, dient zur successiven Absonderung sämml- 
licher in #'(A)” aufgehenden ungeraden Primfactoren, aufser za, und ,. und 
man kann auf diese Weise zuletzt F'(Ak) auf eine neue evclische Funelion 
redueiren, in deren achter Potenz nur noch 1--w, on, und m,, und keine an- 
deren Primfactoren mehr aufgehen. Denn ist 4, irgend ein Primfactor der 
ganzen Zahl F\(k)" (aulser m,, m, und 1--w, wie immer stillschweigend 
vorausgeselzt wird), von dem es übrigens gleichgültig ist, ob er mit 4 über- 
einstimmt oder nicht, so läfst sich nach dem Obigen wiederum F\ (Ak) auf die 
Form Ah, F‘\,(k) bringen, wo auf’s Neue #;(k) allen Bedingungen einer (ganzen 
sanzzahligen) cyclischen Function Ster Ordnung genügt, und man hat nun 
schon Fk) = Ah,F;(k). Ist ferner A, ein Primfactor der ganzen Zahl Fk)". 
so erhält man durch das wiederholte Verfahren F(k) = %,F\,(k); woraus 
F(k)==hh,h,F‘(k) folgt, u. s. w. Da jede ganze Zahl, also auch der Werth 
von FA)’, wenn man von den complexen Einheiten absieht, nur eine endliche 
Anzahl von gleichen oder ungleichen Primfactoren enthalten kann. so kommt 
man in der Reihe der eyclischen Funclionen 

k), Fılk), Fk), Fk), 

nothwendig zuletzt auf eine solche, deren Ste Potenz keine von mn, und m, 
verschiedenen ungeraden Primtheiler mehr enthält. Mit dieser letzten eyelischen 
Function, welche ich durch @(%) bezeichnen will, findet das Verfahren sein Ende. 
Man hat dann F\k) = hhh,....G(k)=f(w).@(k), Fk)” —f(w)"@ ih)". 
G(k) ist eine der Bedingung @(gk)=—=w@(k) genügende ganze ganzzahlige 
Function der oft erwähnten Gröfsen, und zwar, was das Wichtigste ist, von 
der Art, dafs @(Ak)’ eine durch Aeinen ungeraden Primfactor aufser n, und 
»n, theilbare ganze Zahl wird, die also nur Potenzen von 1--w, zn, und m. 
und aufserdem nur noch complexe Eänheiten enthalten kann. Eine Aus- 
nahme macht nur der einzige Fall, wenn FA)" = 0, also auch Fk) = 0 sein 
sollte; denn da Null durch jede beliebige ganze Zahl, also. wenn man sich so 
ausdrücken will, durch unendlich viele Primzahlen theilbar ist. so würde man 
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in diesem Falle bei dem Reductions- Verfahren, welches dann ohnedies ganz 
illusorisch wäre, nie zum Schlusse kommen, und jede folgende eyclische Func- 
tion hälte, wie die erste, den Werth Null. Man sieht hieraus, wie wichtig es 
ist, sich nicht allein jedesmal, ehe man das Verfahren beginnt, vom Nicht- 
stattlinden dieses Ausnahmefalles zu überzeugen, sondern auch, wie schon 
[rüher bemerkt, sich überhaupt der Existenz zunächst nur einer von Null ver- 
schiedenen eyelischen Verbindung achter Ordnung zu versichern, um sich der- 
selben als Ausgangspunet für und zur Vergleichung mit allen andern Func- 
tionen derselben Art zu bedienen. Wenn eine solche von Null verschiedene 
Verbindung exislirt (und wir haben uns davon durch die Function S/k) (6.) 
überzeugt), so exislirl auch stels eine, deren achte Potenz einen solchen gan- 
zen Werth erhält, welcher zu einer, nicht durch »x, oder »n- theilbaren, sonst 
beliebix gegebenen ungeraden Zahl relative Primzahl wird. 


Als Corollar zu dieser fortgesetzten Reduclions- Methode ergiebt sich, 
dafs die Ste Potenz jeder eyelischen Function Ster Ordnung (und ich verstehe 
darunter immer eine der Bedingung F( yAk) = wF'k) genügende ganze ganz- 
zahlige Funclion) jede von an, und zn, wesentlich, d. h. nicht blofs durch com- 
plexe Einheiten verschiedene ungerade Primzahl nur in einer solchen Potenz 
enthalten kann, deren Exponent durch 8 theilbar ist, und dafs demnach, wenn 
Fk) in der Form F'(k) — ı (#'k 7) geschrieben wird, alle diese Primzahlen aus 
dem Wurzelzeichen herausgezogen werden können. Wir werden bald sehen, dals 
das Gleiche auch von der Primzahl 1--- » und von den complexen Einheiten gilt 
und dafs demnach unter dem im Werthe der eyelischen Function vorkommen- 
den nothwendigen Wurzelzeichen nur Potenzen von zn, und =, enthalten sind. 


Wendet man diese Reduction im einzelnen auf unsere Funclionen I (A), 
mit ihrer zugeordneten S’(A) an. aus denen die Zahlen uF 22:w entsprungen 
sind. so ergiebl sich, in Verbindung mit dem Früheren, Folgendes: 

I) 8%) läfst sich auf die Form S(k)=f(w»)@(k) und zugleich S’(%) 
auf die Form S’(k)—= f\w’)@'(k) bringen, wo f(w), f(w’) zwei zugeordnete 
ganze complexe Zahlen sind und @(k) eine neue ceyclische Function Ster Ord- 
nung von grölserer Einfachheit als NS (4) ist, insofern ihre Ste Potenz nur die 
drei Primfactoren 1-- ©, m, und »n, enthält; @’(k) geht aus @(A), so wie 
SI’ k) aus SA) durch Vertauschung von »’ mit w hervor. 


<) Die Verbindungen S’P’=m(u— Rio), S"P’= m(u-?2:w) und 


SS’ P= me werden resp. zu \o)@P’, f(w’’@"P’, f(w)fw)@@’P; und 
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zwar sind die neuen Verbindungen @’P’, @"P’, @@'P ebenfalls ganze Zahlen, 
welche keine andern als die drei obigen Primfactoren enthalten. Letzteres 
ergiebt sich zunächst für die achten Potenzen dieser Zahlen aus der über @* 
und @” in dieser Hinsicht gemachten Voraussetzung und aus der Gleichung 
P‘— m; sodann für die Zahlen selbst, welche keine anderen Primfactoren 
haben können, als solche, die auch in ihren achten Potenzen aufgehen. 

3) Die ganzen Zahlen « F 2?w lassen sich in solcher Weise durch ein 
vollständiges Quadrat dividiren, dafs der Quotient nur durch 1-- w, u, oder m. 
theilbar bleibt; und da sich am Anfange dieses Paragraphen bereits zeigte, dafs 
u— 2?o nur ın, und nicht zr,, %--22w nur an, und nicht m;, und zwar beide 
den in ihnen vorkommenden Primfactor in einer ungeraden Potenz enthalten. 
so kann vor der Hand 

(20) w—2w=—h'.e.(l+w).m, u+rrlio—h"...(1—w)‘.ın, 
geselzt werden. Die etwa noch hinzutretende Potenz von m,, resp. m,, mil 
seradem Exponenten, ist als bereits in den Quadraten 4° resp. A” enthalten 
anzunehmen. Da diese zugeordneten quadratischen Factoren A und A” keiner 
Beschränkung unterworfen sind, so kann ferner & der Exponent von 1-+w 
(resp. 1— ©) auf einen der beiden Werthe O0 oder 1 redueirt werden; denn 
setzt man =? ae, wo 0 = «@<Z2, so kann man die gerade Potenz 
(1-+-0)” mit 4 zu einem einzigen quadratischen Factor vereinigen. Weiter 
unten wird sich zeigen, dafs e—=2 ist, also auf O0 reducirt werden kann. 
Aus ähnlichem Grunde ist es erlaubt, die complexe Einheit e nur unter den 


folgenden vier Einheiten 
1, w, e, we, 


und &' dann unter den entsprechenden zugeordneten 
1, w, ee, we! 

anzunehmen, da jede andere Einheit sich von diesen nur durch einen quadra- 
tischen Factor unterscheidet, welcher ebenfalls mit A’ resp. 4” zusammenge- 
zogen werden kann. Der Werth von v wird jetzt durch die Gleichung 
v” — (hh')’ ge (1— 2)“ bestimmt. 

4) Nach Annahme der obigen Formen in (20.), und wenn man m, ın, 
statt =» schreibt, wird also 

21) S’P’=#.e(1+0).mm, S"P’— A”... (1—w) .mim,. 

Wenn man zur vierten Potenz erhebt und mit P" — m’ — mim; dividirt,. so 


erhält man 
22) = A.#.(1+0).mm, 8” — A". (1—w)*.mim,. 
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$. 10. 

Die wichtigste Untersuchung besteht jetzt noch darin, den Exponenten 
» von 1-+-© und die complexen Einheiten e, & zu ermitteln, welche wir 
wenigstens schon solchen Beschränkungen unterworfen haben, dafs nur noch 
zwischen einer geringen Anzahl Fälle die Wahl sein kann. Ferner sind noch 
einige andere hier vorkommende Unbestimmtheiten zu heben; z. B. es ist der 
zweifelhafte Werth von ® in der Gröfse SS’P — mv zu bestimmen, von 
der nur das Quadrat und nicht die erste Potenz aus den etwa bekannten Wer- 
then von S°’P° und SP’ ohne Zweideutigkeit abgeleitet werden kann. 

Zur Bestimmung einer complexen Einheit und eines zweifelhaften Vor- 
zeichens ergiebt sich hier kein anderer Weg, als der durch eine Congruenz in 
Bezug auf eine Potenz von 1--», als Modul. Es wird also, um die noch 
obschwebenden Fragen zu erledigen. zu untersuchen sein: 1) Welches die 
höchste Potenz von 1--w sei, die in den für SP’, S”P’, SS’P sich er- 
sebenden ganzen Zahlen aufgeht. 2) Nachdem man die letzteren durch jene 
höchste Potenz von 1--© dividirt hat, welches der Rest sei, den die Quo- 
tienten der Division in Bezug auf eine neue Potenz von 1--w ergeben. 


Um die so eben kurz bezeichnete Untersuchung durchzuführen, leite man 
aus dem Addilionstheorem für die lemniscatischen Funclionen,. indem man das 
zweite Argument dem ersten oder dem 2fachen des ersten gleich selzt. fol- 


ende Multiplicationsformeln ab: 








9 »ı/l ‚4 , » 
a) =, UNS 
welche sich auf die Multiplicatoren 2 und 1-- beziehen und in denen wie 
immer „== g(t) gesetzt ist. Multiplieirt man beide Formeln mit einander, 
schafft die Nenner weg und setzt der Kürze wegen 14-:= 7. yAl)—=xr,, 
yyt)=x,. so erhält man | 
(23.) 2,14 2)=R-+23).2, n=lil-+e. 


Bedeutet jetzt = eine Wurzel der Gleichung W = 0), so sind x, und x, eben- 
falls Wurzeln dieser Gleichung; multiplieirt man links und rechts mit dem Pro- 
ducte der aulser a, und ., noch fehlenden »y—3 Wurzeln, so erhält man 
links 1-- 0° multiplieirt mit dem Producte aller Wurzeln, also »(1--x*), und 
rechts das (2--22)lache eines Products aus theils gleichen, theils ungleichen 
Wurzeln, jedenfalls also das (2--22)fache einer ganzen ganzzahligen Function 
der Wurzeln. Schreibt man die Zahl m, welche = 1 (mod. 2 --22) ist, in der 
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Form 1-- (2--22)m’, und bringt den Theil (2-+- 22) m’ (1--x*) auf die rechte 
Seite hinüber. „so erhält man 1--x* selbst in der Form (2--%)T darge- 


o ) ) re 
stellt.” Es wird also, wenn man statt «= seinen Werth y (—) oder w(r) setzt. 
m 


„w(r)'--1 —= dem (2-2>)fachen einer ganzen ganzzahligen Function der 
„Gröfsen w(k), w(gR), ..... während r irgend einen der Werthe k, yk,.... 
„vorstellen kann.” — Für die nachfolgenden Untersuchungen scheint es zweck- 
mälsig (und es hätte vielleicht schon früher geschehen können), das Zeichen 
= jn einer solchen Bedeutung zu nehmen, dafs der Modul statt mit einer 
ganzen Zahl, auch mit einer ganzen ganzzahligen Function der Wurzeln der 
Gleichung W —= 0 multiplieirt sein kann, und 4 == L’ (mod. 9) zu schreiben. 
1 zweier ganzen ganzzahligen Functionen L und 





wenn die Differenz Z, 
1, dieser Wurzeln dem fachen einer andern ebenfalls ganzen ganzzahligen 
Function derselben gleich wird. Hiernach wird das oben gefundene Resultat 
so ausgedrückt: 


(24) ver‘ = —1 (mod.2--%). 


Eine Congruenz dieser Art ist nicht mit einer gewöhnlichen zu verwechseln, 
indem das Zeichen == dabei nur der Kürze wegen und in Ermangelung einer 
eigenthümlichen Bezeichnung des Begriffs angewandt wird. Nur in dem ein- 
zigen Falle, wenn sich nachweisen läfst, dafs L und Z’ ganzen Zahlen gleich 
sind, ist man nach ($. 6.) berechtigt, eine solche Congruenz wie eine ge- 
wöhnliche anzusehen und zu behandeln; was wir denn auch in der Folge thun 
werden. Übrigens versteht es sich, dafs man in Hinsicht auf Addition, Sub- 
traction. Multiplication (aber nzcht Division) mit dieser Art von Congruenzen 


eben wie mit gewöhnlichen operiren kann. 


Auf diese Betrachtungen, namentlich auf die Congruenz (24.) gestützt, 
läfst sich die Untersuchung in folgende Puncte zusammenfassen. 


1) Aus S— Q—:Rw folgt, wenn man beim Quadriren das doppelte Product 
vernachlässigt, S’= 0° — 2R’ (mod.2) und hieraus S’= (Q°" — 2R?)’ (mod. 4), 
d.h. S’= 9 — R’— 2: Q’R’ (mod. 4), also auch (mod. 2--22). Nun ist 
0'— R'=0 (mod. 2--%); denn Q* und R* sind Producte aus lauter Gröfsen 
von der Form w(r)‘, deren Anzahl jedesmal A beträgt. Wendet man also (24.) 
auf jede der in Q und R enthaltenen Wurzeln an, so ergiebt sich, multipli- 
cando, Q* = R* = (—1)* (mod. 24-22). Die Congruenz für S* (mod. 2--2) 
wird, da man hiernach aus derselben Q*— R* weglassen kann und ferner auch, 
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da für diesen Modul -- 2 statt —2? geschrieben werden darf, S’ = 20°R’ 
— 2P° (mod. 2-- %). Hieraus folgt endlich durch abermaliges Quadriren 
S° = 4P°— 4m (mod. 4-42). Die letztere Congruenz S’= 4m (mod. 4-4) 
enthält nur ganze Zahlen und gilt daher auch im gewöhnlichen Sinne. Als 
erstes Resultat ergiebt sich aus derselben. wenn man sie vorläufig nur in Bezug 
auf den Modul 4 betrachtei, der durch (1--w)' ersetzt werden kann, „dafs 
„S° durch (1-- ©)‘, oder 4 theilbar ist” Dafs S° auch durch keine höhere 
Potenz von 1--w, als (1-- w,”, theilbar sein kann, sieht man aus derselben 
Congruenz, wenn man sie (was hiernach erlaubt ist) folgendermafsen schreibt: 
18° == m (mod.1--2); denn da »= eine ungerade Zahl ist, so ist 4,8% eben- 
falls ungerade und durch keine weitere Potenz von 1--w theilbar. Dieselben 
Betrachtungen lassen sich auf S’” anwenden. 

2) Die vierte Potenz von S’P° ist S’P" — m’ S*, und da m’ ungerade 
ist. so ist diese Gröfse, so wie 8”, ebenfalls durch (1--w)* und durch keine 
höhere Potenz von 1--w theilbar; S°’P° selbst, oder m (u — 22w), ist demnach 
genau durch (1-- ©) oder 1--2 theilbar, und aus ähnlichem Grunde ist S’’P’ 
— m(u--2:w) genau durch (1--w) oder 1-2 theilbar. 

3) Die beiden ganzen Zahlen «F%w sind demnach durch 1-2 oder 
(1-- ©) theilbar und der Quotient der Division ist eine ungerade Zahl. Da der 
Coöfficient von » in diesen beiden Zahlen durch 2, also durch (1 +2)” theilbar 
ist, so gilt Obiges auch von w, und es ist = 1-2 (mod. 2), uF ?w=1-: 
(mod.2). Aus u +42 — mv’ ergiebt sich dann, dafs v' durch 2, also v durch 1-+ 
und durch keine höhere Potenz von 1-2 theilbar ist. Setzt man u=(1-+:)w, 


v — (1--?)v', so wird WW — iu”, " — wow", u” — mo” —= —2; wo u und 
v' ungerade Zahlen sind. Das letztere ergiebt sich auch aus der Gleichung 
u" — mu” —= —2 selbst und ohne die früheren Betrachtungen: denn wäre «' 


gerade, so wäre es auch v’, und umgekehrt. Gesetzt also, es wäre W— (1--?)w" 
und ©’ —(1-2)v”, so erhielte man, nach Division mit (142) —%, u"”— mv” —;; 
da aber das Quadrat jeder ungeraden (gewöhnlichen) Zahl = 1 (mod.2) und 
das jeder durch 1-2 theilbaren = 0 (mod.?2) ist, so könnte die linke Seite 
der Gleichung nur entweder =0, oder = 1— m, oder =1, oder endlich 
—= — m (mod. 2) werden, und keiner dieser Fälle giebt ein Resultat, welches 
—=? (mod.2) wäre. 

4) Setzt man ur 2iw = (1—:)(«F Po), so ist (1—2)P = 24, 
B=t(1-+:), also auch ?=1--? (mod. 2), oder allgemeiner =“ (1-+- >) 
(mod.2); « ist ungerade und daher entweder = +1, oder = +? (mod. 2): 
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—. 


demnach ist «@F Pw entweder = 2--(1-+2)w (mod. 2), wenn « =? (mod. 2). 
oder eF Po =t(?+(1-+?2)w), wenn e=1 (mod.2), d.h. «FPw == e, oder 
—=?e (mod. 2). Hätte man, statt #F2w durch 1—:? zu dividiren und den 


Quotienten = aFPw zu setzen, dieselben Zahlen vielmehr durch (1-1 w)' 
dividirt und uF2w—= (1--w)(yFo‘w) gesetzt, so mülste sich yFdw = 1 


oder =? (mod. 2) ergeben; denn unter dieser Voraussetzung ist « F Pw 
— e(yF0w), weil e selbst sich, wie schon in der Gleichung (13.) angemerkt 


1 Pi. ) ' Tr | 
ist, u findet. Schreibt man die Gleichung « FPw — e'yFow) als 


Congruenz (mod. 2), so liefert sie das Behauptete, da die linke Seite nach 
dem Obigen nur =e oder =:e (mod.2) sein kann. Da = w’ ein voll- 
ständiges Quadrat ist, so läfst sich sagen, dafs «F22:w sich mit Hülfe einer 
quadratischen Factors, nämlich entweder (1--»)', oder [w(1--w)] = i-+w)', 
auf eine Zahl reduciren läfst, die = 1 (mod.2) ist; und da +1 ebenfalls 
ein vollständiges Quadrat ist, so können sich u F 2:w von primären Zahlen 
(vergl. $.8.) nur durch einen quadratischen Factoren unterscheiden. #herin 
ist die Bestimmung der am Schlusse von ($. 9.) mit e bezeichneten com- 
plexen Einheit enthalten: denn da m, selbst als primär vorausgesetzt ist 
und für den Werth von & nur unter den vier Einheiten 1, w, e, we die Wahl 
bleibt, so mufs nothwendig e—=1 sein; dasselbe gilt von €. Es bleibt nun 
kein Zweifel mehr, dafs F %&w die Form 
20.) u-—- Rio —= A(l+w)m,, u-+ Ro — h"(l— w)'m, 

annehmen müssen; wo 4A, 4 zwei einander zugeordnete ungerade Zahlen 


bedeuten. 
5) Setzt man diese Werthe und verfährt wie am Schlusse des vorigen 


Paragraphen, so ergiebt sich, als Ergänzung der dortigen Formeln: 
21) SP = Wlil-+o)’mm, SP’ = A(i1— w)mim’, 
(22) N (1 w)'m,n;, Ss” — A"(l— w)"'m;m,, 
S = AA w)y(m,mS), Ss’ — h" A— o)y(mim,), 
wobei ins Gedächtnifs zurückzurufen ist, dafs m,, m, zwei primäre (14.), ein- 


ander zugeordnete und den Bedingungen (15.) genügende Primzahlen bedeuten. 
m ist, und dafs, wenn unter den, allen diesen 


\ 





deren Normalproduct m, m; — 
Bedingungen zugleich genügenden, immer noch unendlich vielen Systemen n,, 


m, zwei verschiedene genommen werden, dies nichts anderes, als eine Ver- 
änderung des Werths von 4 und 4 in den obigen Formeln zur Folge hahen 
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dl u 


kann: wodurch die wesentlichen Irrationalitäten (m, mi), (mi m,) nicht be- 
troffen werden. Sollte man aber m, und »n, nicht primär angenommen haben. 
so mülste zu den Formeln in (21’.) rechts im Allgemeinen noch eine der 
complexen Einheiten ®, e oder we hinzutreten, und nur unter der gemachten 
Voraussetzung haben die Formeln die obige (gröfste) Einfachheit; wenigstens 
besteht die einzige Freiheit, die man sich, ohne diese Einfachheit zu stören, noch 
erlauben könnte, darin, »n,, m, mit +1 oder +: zu multipliciren, da sich 
diese Factoren als Quadrate schreiben und mit A’, A” vereinigen liefsen. Dafs 
auch diese Unbestimmtheit in der Definition der primären Zahlen bereits auf- 
gehoben ist (was für (21’.) allein nicht unbedingt nothwendig wäre): davon 
wird sich der Vortheil in der folgenden Nr. zeigen. 


(Der Schlufs folgt im nächsten Hefte. ) 














25. Eisenstein, zur Lemniscatentheilung. 275 


23. 


Über einige allgemeine Eigenschaften der Gleichung, 
von welcher die Theilung der ganzen Lemniscate 
abhangt, nebst Anwendungen derselben 
auf die Zahlentheorie. 


(Schluls der letzten Abhandlung im vorhergehenden Hette. ) 


(Von Herrn Dr. G. Eisenstein zu Berlin.) 





6) E: ist jetzt noch der Ausdruck 8S’P, aus welchem die gegen- 
seitige Abhängigkeit der beiden für 8 und S’ gefundenen Wurzelgröfsen er- 
kannt wird, ohne Zweideutigkeit darzustellen. Multiplieirt man 8S’P mit den 
schon untersuchten Gröfsen S°’P’ und 8” P°, so erhält man S’S’P* und SS" P*; 
dividirt man durch P—= m, so erhält man die beiden neuen Verbindungen 
S’S’ und 88", welche ebenfalls ganze Zahlen darstellen müssen; und zwar 
sind die letzteren, wie sich aus dem Vorhergehenden und daraus, dafs PF— m 
ungerade ist, ergiebt. durch (F--w)* oder 2 und keine höhere Potenz von 
1 theilbar. Diese neuen cyclischen Functionen S°S’ und 88”, welche 
sich also aus den bisher allein betrachteten drei einfachsten Verbindungen dieser 
Art 8’P’, S”"P’ und 8S’P auf rationale Weise erzeugen lassen, bieten für 
die vorliegende Behandlung eine bequemere Form dar, als der ursprünglich 
in Frage stehende Ausdruck SS’P, und sollen statt des letzteren untersucht 
werden. welcher umgekehrt in jene und die bereits untersuchten, entwe- 
der in der Form SS’ P=mx(S°’S'):(S’P’), oder in der Form SS’P 
—mx(SS"):(S”P’) rational ausgedrückt werden kann. Entwickelt man 
dieselben, indem man von den drei Gleichungen 

SS'— Q-HiR, S’—= (—iR— iwQOR, SS" — (—iR--io0QOR 
die erste sowohl mit der zweiten als mit der dritten multiplieirt und dabei P 
statt QR und Q’+R statt (Q°--2R’)(Q°— eR) schreibt, so ergiebt sich 

3Q@' 
(25.) vn — 0 RFWiwP(Q’- iR). 

Von diesen Ausdrücken ist nachzuweisen, wie sie durch 2 dividirt werden kön- 

nen, und der Quotient der Division ist einer ferneren Untersuchung zu unter- 
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werfen. Der Coöfficient von Fo» in (25.) enthält ersichtlich den Factor 2%, 
und zwar mit P(@’-+-2R’) multiplieirt, welches eine gewöhnliche ganze Zahl 
und in der That nichts anderes als die Zahl mv — SS’P ist, von der man 
aus 3) weils, dafs sie, mit 1--2 getheilt, einen ungeraden Quolienten ohne 
Rest giebt. also = 1--2 (mod. 2) gesetzt werden kann. Was ferner den 
ersten Bestandtheil Q*-- R* betrifft, so ist derselbe ebenfalls eine gewöhnliche 
sanze Zahl, von welcher sich nicht blofs zeigen läfst, dafs sie mit 2 aufgeht, 
sondern die, was hier sehr wesentlich ist, noch in Bezug auf eine weit höhere 
Potenz von 1--2 als Modul bestimmt werden kann. Setzt man zu dem Ende 
nach (24.) allgemein — w(r' —=1-+(2--%)y(r) und wendet diese Formel 
auf mehrere Werthe r,., 73, .... r, von r an, so erhält man, durch Multi- 
plication und mit Vernachlässigung der Glieder, die den Factor (2+22)’ oder 


' 


S enthalten, (—1)"Iw(r)' = 1-+- (2422) &%(r) (mod. 8). Sind r,', rr',.... 7), 
neue Werthe von r, so ist eben so (1) y(r'% = 1+(2-4-W)Ex(r)). 
Die Addition beider Congruenzen giebt (—1)“/7wy(r)* + (—1)“ Tr!) 
= 24(2 4 22)(Fy(r) + I&y(r)). Andrerseits ist nach demselben Prin- 
cipe., wenn alle 2u« Werthe von r auf einmal angewendet werden, 
(—1)*t#" Ty(r). vr = 1+(2 +) (Zy(r)+38y(r')). Eliminirt man 
aus dieser und der vorigen Congruenz die Gröfßse &y(r)--Iy(r'), so erhält 
man die allgemeine Formel 
NIT HDTV (NIT RITGEE')* (mod. 8) 
für Producte aus Wurzeln der Gleichung W=—-0. Auf die Producte Q und 
R angewandt, ergiebt dieselbe, da die Anzahl sowohl der in Q als in R ent- 
haltenen Wurzeln A beträgt, also für diesen Fall u— w=——4 zu setzen ist 
und ferner /7w(r\YITw(r' —= WR’ — P*— m wird, das sehr einfache Resultat 
0° R'== (—1)’(m-+-1) (mod. 8). Es zeigt sich aus demselben erstens, dafs 
0°-- R' wirklich durch 2 ohne Rest getheilt werden kann, und zweitens, dafs 
der Quotient der Division 4(@*-;- R*) ungerade und = (—1)?.4(m +1) (mod. 4) 
werden mufs. Setzt man demnach 
(26) S°’S’ — 2(4-+ Bo), SS” — 2(4— Bu), 
so genügen die ganzen Zahlen A und 3 den Congruenzen 
(27) 4= (—1).4(m+1) (mod. 4.), = 1-2 (mod. 2). 
Der für A gefundenen Congruenz läfst sich eine bequemere Form geben, 
wenn man beachtet, dafs nur die vier nachstehenden Fälle mit den ihnen ent- 


sprechenden Folgerungen Statt finden: 
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P-737 


n =1, 1--4, 9. 5-42 (mod. 8). 
ı(m-1) =1, 1-42, —1, —1-2% (mod. 4), 
(28.) p=1. aM 9, ) (mod. 16). 
ı=0, 0. # | (mod. 2). 
(1) —1, Fu ee; 
Aus diesem Schema ergiebt sich, dafs im ersten und dritten Falle (—1)*. 4 (m-1-1) 
—1 (mod. 4), im zweiten und vierten dasselbe Produet == 1--22 (mod. 4) 


sein wird. Setzt man also m —=a--bt, so ist 


(27) 41 oder =1--% (mod.4), je nachdem 5=0 oder 4 (mod.Ss). 


Beschränkt man sich auf mod. 2- 22 statt mod. 4, so kommt, da 1--%&  1—2 
—= .—1 (mod.2--22) ist, 
(27”.) A=zl oder = —1 (mod.2-+22), vereinigt A= (—1)' (mod.2- 2). 


Zu bemerken ist zugleich, dafs im Iten und 4ten Falle des Schemas m = 1 
(mod. 4--42) ist, und n,, m, zur Kategorie (1.) der primären Zahlen in (14.) 
gehören und dafs im 2ten und 3ten Falle au» == 1-- 42 (mod. 4--42) und m,, m. 
zur Kategorie (1l.) gehören; denn setzt man für den Augenblick m, — «+ Pu. 
ın, = 0—/3o, so ist jedenfalls «= + 1 (mod.2-/- 22), folglich «= 1 (mod. 4-42), 
m —= a’ — 25° = 1— 2° (mod. 4-47); je nachdem nun ? = 0 oder = 2 
(mod. 2-22), wird # = 0 oder = +4 (mod. 444) und m = 1 oder 
— 1-- 42 (mod. 4-;- 42). Aus der letzteren Bemerkung ergiebt sich eine vierte. 
hier die wichtigste Darstellung der für A Statt findenden Congruenz: 
27") Az +(—1) oder —(—1) (mod. 2-2), 
je nachdem »n, zu (I.) oder (Il.) gehört, während 4 wie immer }(p—1) 


I 
Lj 


bedeutet. 
Zu Gunsten einer bequemeren Vergleichung mit den früheren Formeln 


scheint es zweckmälsig, den Factor 2 in (26.) durch (1--w)’(1—w) resp. 
(1--0)(1—w)’ zu ersetzen. Wird also 
29) S’S’—= (1 -- oa)’ (1—w) (C+Do), SS" — (1 +) (1—w)(C— Do) 


seschrieben, so erhält man leicht C und D auf folgende Weise in A und B 


ausgedrückt: 

C= —A-+(+:)B D= (1—-:)4—B. 
D wird hiernach das 1--2fache von der Summe zweier ungeraden Zahlen. 
also D==0 (mod.2); C wird = — A-+(1+:)’ (mod.2- 8) = — 4--2 


(mod. 24%). weil B= 1: (mod. 2) ist, so das U = —1-+-2 = 1, wenn 
Er 
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A—1, und ÜC=1-+-2==—1, wenn A=—1, also immer C= A (mod.2-- 2), 


demnach: 


30.) € = (—1)” (mod.2+%), D = 0 (mod.2), auch 


(30) € +(—1) oder = — (—1)* (mod. 242%), 
je nachdem »», und m, — 1 oder = —1--2w (mod. 2+22) sind, d. h., je 
nachdem der erste Bestandtheil in diesen Zahlen = 1 oder = —1 (mod. 2--%) 


ist, während dem entsprechend der Coöflfiecient von »& durch 2--22 oder blofs 
durch 2 und keine höhere Potenz von 1-2 theilbar ist. 


Aus den Gleichungen (21’.) in 5) findet man die Quudrate der Gröfsen 
S’S’ und SS”, wenn man den Cubus jeder dieser Gleichungen mit der an- 
deren multiplieirt und sodann durch P” —= m’ dividirt; nemlich 

(31) (NS = Huaim, (SS”)” — H"”mim;, 

wo der Kürze wegen 44’ 1-o)(1—w) = H, AA" 1--w)(1—w)’ — H' gesetzt 
ist. Da man aber nicht jene Gröfsen selbst findet, so bleibt es zweifelhaft, 
ob und in welchen Fällen aus diesen Werthen der Quadrate für die Grö- 
sen selbst, z.B. S’S’ — + Hmm; oder S°’S’ — — Hm,m; geschlossen 
werden darf. Dieser Zweifel wird durch die obigen Congruenzen gehoben. 
Denn setzt man zunächst, was gewils erlaubt ist, S’S’— (—1)“Hm,m;, so 


stimmt (—1)"A’hm,m; mit C--Do in (29.) überein. Für jede ungerade 
Zahl A ist ein Ausdruck wie 4°% immer =1 (mod. 2-—- 2%); denn setzt man 


h—= 0a+pw,W"—=a—[/w, so ist eine der Zahlen «, 5 durch 1-2 theilbar, 
die andere ungerade; AA wird = A. hl — (a :P°+2apw)(ae® — iß?) — 
a 9*-- Rap (e— 29°)w, und hier ist der Coöfficient von » durch 2-—- % theil- 
bar. da entweder 2« oder 2/5 diesen Factor enthält; ferner ist der erste Bestandtheil 
c*-- 9*==1 (mod. 2-+-2%2), sogar =1 (mod. 4), da entweder «= 1 (mod.8), 


l 


3* == 0 (mod. 4), oder &* = 0 (mod. 4), P*==1 (mod. 8) ist. Setzt man dem- 
nach 1 statt 4% und zugleich ebenfalls 1 statt m,m, — m in die Gleichung 


C-- Do = (—1)"WRA'm,m;, so erhält man 

C--Do = (—1)*m, (mod. 2-2); 
und da nach (30°) CE = -+(—1), oder C= — (—1)* (mod. 2-+-%) wird, je 
nachdem in m, der erste Bestandtheil = --1, oder = —1 (mod. 2-+2) ist, 
so kann dies nicht anders der Fall sein, als wenn (—1)“ — (—1)*, also 
w—kA—L(p—1) ist. Zugleich sieht man, dafs D, welches oben nur in 


Bezug auf mod.2 bestimmt war, sich in Bezug auf mod. 2+22 nicht anders 
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als der Coöfficient von ® in m, verhalten kann. Hiernach ergiebt sich ohne 


Unbestimmtheit: 

32) SS’ — (—1)’F® Hm m;, SS” — (—1)’P-® Hm? ın,. 
und endlich hieraus, in Verbindung mit (21'.), 

33.) SS'’P—= (—1)P”AA—i)m, v — (1) PP®and—i). 

Um die letzieren Gleichungen, welche ein wesentliches Element dieser 
Untersuchungen ausmachen, richtig zu verstehen, mufs man es sich klar machen. 
dafs die von einer gewissen Willkür der Zahlen A und 4’ herrührende, noch 
in ihnen vorkommende Unbestimmtheit nur scheenbar ist. In der That ent- 
halten die Formeln (21’.) nur die Quadrate von A und A und nicht diese 
Gröfsen selbst; man könnte daher auch eben so gut —A statt Ah selzen; es 
ist aber nicht zu vergessen, dafs dann auch gleichzeitig — 4’ statt A’ geschrieben 
werden mülste, indem die beiden Zahlen conjugirt bleiben sollen, wodurch das 
Product 44’ nicht verändert wird. Das Nämliche zeigt sich, wenn man in den- 
selben Formeln e”’m, statt m,, e””"m, statt n, substituirt, da gleichzeitig 4 in e’A, 
h' in e”’h’ verwandelt werden mufs, so dafs alle Veränderungen, welche ohne 
die Beschaffenheit der Formeln (21'.) zu stören, mit % und 4 vorgenommen 
werden können, das Product A4’ nicht betreffen, und daher SS’P, so wie v, 
durch (33.) in der That vollkommen bestimmt sind. Wollte man aber n, in 
— ın,, also 4 in öA, oder m, in @m,, also A in wA übergehen lassen, so bliebe. 
da 2.© und &.o’ nicht den Werth Eins haben, das Product A4’ keinesweges 
ungeändert, und die Gleichung (33.) würde ihre Gültigkeit verlieren, sobald 
man aufhörte, ın, und =, als primär vorauszusetzen. Vergl. in (5) die Schlufs- 
bemerkung. Die ähnlichen Bemerkungen hinsichtlich (32.) hinzuzufügen kann 
dem Leser überlassen bleiben. 

7) Endlich füge ich noch einige Worte in Betreff aller andern, von 
S und 8’ verschiedenen ceyclischen Functionen Ster Ordnung hinzu. Es sei 
Fk) eine beliebige derartige (von Null verschiedene) Function und #"(k) ihre 
zugeordnete, welche aus ihr durch Vertauschung von w mit w° hervorgeht, so 
dafs F(yk)—= wF'(k), F'(yk)= w’F(k). Aus der Bemerkung, dafs F'S° 
und 8°, so wie F'S” und S’* ganzen Zahlen gleich sein müssen, folgt, dafs 
F:S und F’: S’ im Verhältnifs ganzer Zahlen stehen und dafs also F’ und 
F' keine andern Irrationalitäten enthalten können, als S resp. S’. Es kön- 
nen daher für #' und F” die den obigen (22’.), (21'.) für S und S’ analo- 


gen Gleichungen 
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Fi = fa)ymmd), Fk) = For) ymimy). 
(34.) Fk! =f(w’.mm!, F'k) — f(w’)’. mi; m,, 
| F(K}P’ — f(v”.mım;, KF'k)’P’ — f(w).mim, 
aufgestellt werden. Wegen der Gründe, aus welchen hier f(») und f\w°) 
nolhwendig ganze Zahlen sein müssen, verweise ich auf die ähnlichen Unter- 
suchungen über die cyelischen Functionen 4ter Ordnung in ($. 7.). — Um 
auch die Gültigkeit derjenigen Formeln, welche (32.) und (33.) analog sind. 
für die allgemeinen Functionen #' und F" nachzuweisen, verfahre ich, wie 
folgt. Das zwischen # und ÖS Statt findende rationale Verhältnifs kann jeden- 
falls so dargestellt werden: 
fo) 140 F = fı(w)140)S; 
wo fi‘ w) und f\w) ungerade ganze Zahlen bedeuten. Einer der beiden Ex- 
ponenten « oder v könnte noch auf O redueirt werden: da aber unentschie- 
den bleibt, welcher von beiden es sein wird. so habe ich, um alle Fälle in 
einer einzigen Gleichung zusammenzufassen. auf beiden Seiten eine Potenz 
von 1--@ hinzugefügt. Multiplieirt man die dritte Potenz dieser Gleichung mil 
der aus ihr durch Vertauschung von » mit w’ entspringenden und setzt zu- 
gleich für SS’ seinen Werth aus (32.). so ergiebt sich 
fı(v’fı(w) 1 + wm)“ (1— w)# FF" 
— ;(w’(w)(1-+ w)?(I— wy.(—1) PDA - ao’ 1—w)m,m;. 
Die höchste in der Seite rechts aufgehende Potenz von 1+-o ist (1+-w"*", 
und da F"F” einer ganzen Zahl gleich ist. so kann die Gleichung nicht 
anders bestehen, als wenn « = »-+-1 ist. Dividirt man zu beiden Seiten durch 
(1-0) (1— o)“ und setzt der Kürze wegen blofs » statt des nicht negativen 
Exponenten v — u--1. so erhält man 
MOORE" — fo’ fo) 14 w” d-or. (DR m mi. 
Da ferner nach einer in der vorigen Nr. gemachten Bemerkung die Verbin- 
dungen f\(w’ fi (w), A(w)f(w’), A’A’ alle drei = 1 (mod. 2--22) werden, so 
mufs FF” einer solchen ganzen Zahl gleich sein, welche durch (1-+- 0)” (1—w)’ 
und durch »,»2; dividirt einen Quotienten giebt, der = (—1)°7=D (mod.2-127) 
ist. Nachdem hierdurch das Vorzeichen der Zahl #”F'’, deren Quadrat aus (34.) 
leicht ermittelt werden kann, vollkommen bestimmt ist. und da sich die ähn- 


lichen Schlüsse auch auf FF" anwenden lassen, so erhält man ohne Zwei- 


deutigkeit: 


(35.) 


3 ] . » \ 2 y\ ) 
Fk, F'(k) u (— 1 year wo)‘ 00) m, m; . 


FE kY} = (1 Dfo)f(o)nm,;; 
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und hieraus endlich, in Verbindung mit (34.): 
(36.) F(kyF'k).P — (—1)\eIm.f(o)f(o®). 

Es scheint unnöthig, noch ins Besondere bei denjenigen Functionen zu 
verweilen, welche der Bedingung F'( yk) = w“F'(k) für einen von 1 verschie- 
denen ungeraden Werth von « genügen; ich bemerke nur, dafs dieselben mit 8“ 
in rationalem Verhältnisse stehen; wonach die betreffenden Formeln zu bilden 
sind. Auch übergehe ich die hierhergehörige Zerfällung von W in S Factoren. 


Anwendungen auf die Theorie der achten Potenzreste. 


$. 11. 

Die Anwendung auf die achten Potenzreste hat jetzt keine Schwierig- 
keit mehr, nachdem alle dazu nöthigen Elemente in dem Vorhergehenden be- 
reits enthalten sind, und die Analogie durch die vierten Potenzreste gegeben 
ist. zu bedeutet wie immer eine gewöhnliche complexe Primzahl = 1(mod.4); 
wird dieselbe in das Product der beiden zugeordneten Primfactoren sn,, am. 
zerlegt, welche =1 (mod. 2--2w) angenommen werden, so kann zn, mil 
jeder gegebenen binomen Primzahl, bis auf einen Factor wie w“ oder we, 
übereinstimmen; p ist = Nm)—= NN (m,) und A=4(p—1). Zu erinn- 
nern ist, dafs für eine der Bedingung 9’ = » (mod. n,) genügende primitive 
Congruenzwurzel 9’ = w” (mod. m,) ist, also w” durch (E) erseizt werden 
kann; wo statt 9” auch jede andere dieser Potenz congruente Zahl geschrie- 
ben werden darf. 

1) Es sei n eine zweite, von »n verschiedene gewöhnliche primäre 
Primzahl; g ihre Norm. F’(k) sei eine der Bedingung F'(yk) — wF'k) genü- 
gende ganze ganzzahlige cyclische Verbindung Ster Ordnung, die nur der ein- 
zigen Beschränkung unterworfen wird, dafs der ganzzahlige Werth ihrer achten 
Potenz mit n keinen gemeinschaftlichen Factor haben soll; und durch die Re- 
ductionsmethode in ($. 9.) läfst sich immer eine solche Function auffinden. 
F'(k) sei die aus ihr durch Vertauschung von ® mit w° hervorgehende 
Function, welche der Bedingung F'(gk) = w’F"(k) genügt. Nach der letzten 
Nummer des vorigen Paragraphen hat man die für alle cyclischen Functionen 
achter Ordnung geltenden Formeln 

(1.) F(k) = f(w)’m,m}, 
(2)  F(k’F'k) = (—1)f(w)f(w’)m,m;. 


Hier wird ins Specielle f(w) eine solche ganze Zahl sein, die mit 2 keinen 
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semeinschaftlichen Theiler hat. Ferner ist aus der Grundbedingung für diese 

Functionen F'(g’k) = w’Fk) und F'(g’k) = w”F’(k) für jeden ganzen 

\ £ Ä . n 

Exponenten v. Wird n = g” (mod. m) gesetzt und das Symbol (--) statt 
!; 


wo” eingeführt, so ergiebt sich 


(3) ZFiak) = #3 )F(k Ds Pia) = f ) F'k 
Diese drei Formeln bilden die Basis aller folgenden Entwicklungen. 


2) Die Zahl n bietet zwei Fälle dar, je nachdem sie =1 (mod. 4). 
= 3-22 (mod. 4) ist. Im ersten Falle, der am leichtesten zu behandeln 
1 (mod. 8), also 4(qy—1)==e eine ganze Zahl. Erhebt man 


oder 
ist, wird g= 
(1.) auf beiden Seiten zur Potenz e--1, so erhält man 
(4.) Fk) = foytt’msttmätetD, 
Statt der Potenz F°(A)’ kann man nach ($. 4.) einen Ausdruck von der Form 
F(k)--nT(k) setzen; multiplieirt man denselben mit FA)’, schreibt blofs 7'(%) 
777 R, 


statt FA) T(k) und ersetzt zugleich F'nk) nach (3.) durch () Fk), so 
1 
erhält man 


05.) („-)F@Y- -nT'(k) = f(w)?*’ (m, m?) .m,m}. 


Diese Gleichung enthält, wenn man statt #'(A)* seinen Werth aus (1.) setzt, 
aufser dem Gliede nT'(Ak) nur ganze Zahlen; es mufs daher in ihr 7'(k) einer 
rationalen, also nach ($. 6.) einer ganzen Zahl gleich sein. Die Gleichung 
geht demnach in eine Congruenz (mod. n) über und giebt, wenn noch der 
beiden Seiten gemeinschaftliche Factor f(w)”’m,m}, welcher zu n relative Prim- 


zahl ist. weggelassen wird: 
(6.) er )= —= f(w)’""(m,m:)? (mod. n). 


Selzi man n—n,n,, so gilt diese Congruenz auch in Bezug auf mod. n,; man 


> 


hat dann ferner f(w)’"==1 (mod.n,), und gemäls der Definition der sym- 


bolischen Zeichen: 
m, 50 m\ __(m 
1 


Nach Einsetzung dieser Werthe bleiben in ds links und rechts nur Potenzen 
von » stehen und die Congruenz verwandelt sich in folgende Gleichung: 


a = - = 


m, 
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3) Wenn n = 3-+2% (mod.4). so werden ı(y—5) und 1(4--3) 
ganze Zahlen. Erhebt man (1.) zur Potenz 4(y-+3), indem man !/y—5)=o 
setzt, so erhält man 

(8.)  Fi(kjtt? — flo)? (m, mi)et 


In der allgemeineren Bedeutung des Zeichens = ($. 10.) wird 





Fk" = F'nk) (mod.n) =  (— Fi (k). 


folglich 


(9.) Fk} F'k).(—-) = f(w)''*(m,m?)?*' (mod.n). 


Zur weitern Behandlung dieser Congruenz mufs die Formel (2.) hinzu- 
gezogen werden, wobei dann eine längere Reihe von vorbereitenden Unter- 
suchungen als im vorigen Falle nöthig ist. Setzt man statt F'(k)’ F’(k) seinen 
Werth aus (2.) und läfst die gemeinschaftlichen Factoren. welche zu n relative 


Primzahl sind. weg, so ergiebt sich 


(10) flo’) —1)? () = fo)’ m? m”. 
Da ferner fo)’ = f(w?) (mod. n) = f{w‘), m, = 
—l 


— (1)? — —) ist, so erhält man 
1 


N N) a(50-+3 z 
(11.) er } — mim)” (mod.n). 


m, (mod.») und (—1) 








Setzt man slatt o seinen Werth 4(g— 5) zurück, so geht der Exponent von 


N 


m, rechts im Ganzen in $(g°—1) über, so dafs 





(12.) (— _ m; =’ (mod. n) ist. 


m, 
Da nun » als monome Primzahl in der Theorie der aus achten Wurzeln der 
Einheit zusammengesetzten Zahlen angesehen werden kann und dann g° die 
rT . 7 > . ıK u. een 
Norm ihres Normalproducts n° wird, so hat man m, e = (m .) (mod. rn). 


und (12.) kann nicht anders bestehen, als wenn 


13) —) = (A) = (1) Ho: ist. 


m, 





4) Die beiden Formeln (7.) und (13.) lassen sich in die einzige folgende 


zusammenziehen: 


ron 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 4 38 
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wobei nur zu bedenken, dafs 4(g’—1) gerade oder ungerade, je nach- 


dem g=1 oder =5 (mod.8) ist. Diese Formel, durch welche (—) auf 
I 
( —) zurückgeführt wird, wenn n eine beliebige gewöhnliche complexe Prim- 


zahl, % eine binome Primzahl ist, kann ergänzt werden, wenn man beweiset, dafs 
auch für eine monome primäre Primzahl A beide Symbole durch eine analoge 
Formel auf einander bezogen werden können. Für n=n,n, folgt Dies aus 
dem schon Bewiesenen, nämlich durch Multiplication der beiden Formeln 


h ) Lucke_nd n h LUNdaN N. 
u RR =n@-D (2ı) und (-—_) u Kara. da-n (Hs) 
= | h n. (—1) h 7’ 


welche aus (14.) hervorgehen, wenn 4 statt n und n, oder n, statt an, ge- 
setzt werden. Sind aber A und n beide =3-+22 (mod. 4), so ergiebt sich 


leicht aus der Definition selbst, dafs in diesem Falle es nichts anderes als 


die dritte Potenz des analogen Symbols bei den biquadratischen Resten be- 
deutet, und die Behauptung geht unmittelbar aus dem biquadratischen Recipro- 
citätsgesetz hervor. Nachdem man durch diese Ergänzung ein Reciprocitäts- 
gesetz zwischen zwei Zahlen erhalten hat, deren eine eine beliebige gewöhn- 
liche Primzahl, die andere eine beliebige Primzahl aus achten Wurzeln der 
Einheit sein kann, so läfst sicht leicht durch Multiplication mehrerer solcher 
Formeln, und durch die bekannte Reduction der in den Umkehrungs - Factoren 
vorkommenden Exponenten, das folgende allgemeinere Resultat für zusammen- 
gesetzte Zahlen ableiten: 

„Sind A+Bw und C--Do irgend zwei ganze Zahlen aus achten 
„Wurzeln der Einheit, ohne gemeinschaftlichen Factor, welche =1 (mod. 2--2w), 
„und setzt man N A’—:B’)— K, N(C’—:D’)—=L, so wird, wenn wenig- 
„stens in einer der beiden Zahlen (oder auch in beiden) der Coöfficient von 
„wo verschwindet, also entweder 3 oder D=0 ist: 


ee = en er 


5) Aus diesem Reciproecitätssatze, in welchem die beiden mit einander 
verglichenen primären Zahlen nur der einzigen Beschränkung unterliegen, dafs 
eine derselben monom (von der Form «-+ 52) sein mufs, läfst sich das all- 
gemeinste Reeciproecitätsgesetz für irgend zwei primäre Zahlen A+Bw und 
C-+Do ableiten, indem man aus der identischen Gleichung 


(15.)  C(4-+Bo)— Bo(C+Dw) = AC-BDi = E 
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so viele Congruenzen hervorgehen läfst, als sie Zahlen enthält, deren jede 
nach und nach als Modul benutzt wird, und dann aus jeder dieser Con- 
gruenzen eine Gleichung zwischen den symbolischen Zeichen, welche den 
betreffenden Modul zum Nenner haben, folgert. Dafs dieses so eingeleitete 
Verfahren sicher zum Ziele, nämlich durch Elimination der überflüssigen Sym- 


ei ee und er) allein 


bole zu einer einfachen Relation zwischen (Fe AL Bo 


führen mufs, geht daraus hervor, dafs in (15.) aufser den beiden vorgelegten 
binomen Zahlen nur zmonome Zahlen vorkommen und dafs daher alle übrigen 
Symbole, aufser den beiden eben geschriebenen, nach Entfernung gewisser 
complexer Einheiten, Potenzen von 1--» oder etwa vorkommender gemein- 
schaftlicher Factoren, nach dem obigen Reciprocitätssatze behandelt werden 


“ m ö a‘ 
können. In der That: versteht man, um abzukürzen, allgemeiner unter () 
l 


den Werth dieses Zeichens, nachdem etwa vorkommende Potenzen von 1-+w 
oder gemeinschaftliche Factoren aus Zähler und Nenner entfernt worden sind, 
und durch («, ?) denjenigen Umkehrungs-Factor, welcher hinzugefügt wer- 


den muls, um (7 =) in £3 verwandeln zu können, so dals also («,/) 
== 5): ist, so lälst sich, im Allgemeinen gesprochen, für jede Gleichung 


von der Form «= P-+y das Product (@, P)(P,y)(y,«) als eine bekannte 
Gröfse ansehen; denn die Gleichung giebt die drei Congruenzen « == 9 (mod.y), 


e=y (mod.?) und J=—y (mod.«), durch welche resp. auf ($). 


8 =) auf G 2) und 3 auf (2), also, multiplicando, Fi 2E ) auf 


G (9 zurückgeführt, folglich das obige Product bestimmt wird. In 


jeder Gleichung von der Form «= Ad-+ye ist demnach das Product 
(a, B6) (Pd, ye)(ye,«) oder (a, B)(a, 0), ICP, 8), 7)0, 8)(y, @)(E «) 

ebenfalls als eine bekannte Gröfse anzusehen. Die Gleichung (15.) hat die 
letztere Form « —= ßd--ye, und nur d= A--Bwo, e= C-Do sind binom; 
die übrigen drei Zahlen sind monom. In dem Producte der vorhin geschrie- 
benen sechs Umkehrungs-Factoren enthält daher nur (d,e) zwei binome Ele- 
mente, in den übrigen fünf ist stets wenigstens das eine Element monom; die 
letzteren Umkehrungs-Factoren können also nach dem obigen Reciprocitäts- 


satze ermittelt. und der sechste (A-+-Bw, C-+Dw), um dessen Werth es sich 
38 * 
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hier handelt, in jenen ausgedrückt werden. Man sieht, dafs die eben kurz ihrem 
Wesen nach geschilderte Untersuchung keine prineipiellen Schwierigkeiten hat, 
und dafs es nur noch auf die Herzählung der dabei sich ergebenden verschiede- 
nen Fälle und deren Betrachtung im Einzelnen ankommt, um das allgemeinste 
Reciproeitälsgeselz in aller Vollständigkeit und in seiner definitiven Form auf- 
stellen zu können. Dies letztere und die Angabe einiger andern zu demselben Ziele 
führenden Methoden wird den Gegenstand einer, wie ich hoffe, bald erscheinen- 
den. den achten Potenzresten insbesondere gewidmeten Abhandlung ausmachen. 

6) Wenn man sich erlaubt, von der gewöhnlichen Form, in welcher 
die Reciproeilälsgesetze ausgesprochen zu werden pflegen, abzuweichen, so 
lassen sich alle Fälle kurz in folgendem Satze zusammenfassen, dessen Beweis 
aus den eben angedeuteten Prineipien ohne Schwierigkeit hervorgeht: „Sind A, B 
irgend zwei binome oder monome ungerade Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Theiler, so wird, wenn man YA=a, B==b (mod. (1-+w)“) setzt, wo u einen 
oberhalb einer gewissen Grenze beliebig anzunehmenden und von den Zahlen un- 
abhängigen Exponenten bedeutet *), und a, b ebenfalls relative Primzahlen sind, 


(A.) =) =) . ©, 2) 


und in entsprechender Form erhält man durch dieselben Prineipien, die Er- 


sänzungssätze, betreffend den Character der Zahlen w, e, 1-+w: 


a Er Den =. 


deren beide ersten schon in (A.) als specielle Fälle enthalten sind. 


Es dürfte nicht unpassend sein, diese neue Form, die Fundamental- 


[> 





Iheoreme darzustellen, auch für die noch nicht untersuchten höheren Polenz- 
resie allgemein anzunehmen, da man durch dieselbe bei einer Untersuchung 
rein theoretischer Art die Unterscheidung einer grofsen Reihe von Fällen ver- 
meidet, welche mit den Worlen des grofsen Mathematikers zu reden plus 
laboris quam artis erfordert. So wird man z. B., wenn 4 eine reelle ungerade 
Primzahl oder Potenz einer solchen, { eine primilive Ate Wurzel der Einheit, 
und die vorkommenden Zahlen ganze Functionen von & bedeuten, während 
die Symbole sich auf die Theorie der Aten Potenzreste beziehen, für die 


*) Um ganz sicher zu gehen, kann man 64 oder eine noch höhere Potenz von 2 für 
mod. (1 +)“ nehmen. Es ist hierbei sehr vortheilhaft, dafs man ein voliständiges Resten- 
system für einen solchen mod. durch die Producte der Potenzen einer sehr geringen Menge 
von Zahlen darstellen kann. 
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letztere Theorie das allgemeinste Reeciprocitätsgesetz ebenfalls in der Form 
(A.) aussprechen können, wo die zu vergleichenden Zahlen A. B, welche 
weder gemeinschaftlichen Theiler, noch den Theiler 1—{ enthalten, auf mög- 
lichst einfache a, b mittels der Congruenzen A=a. B=b (mod. (1-—-5)“) 
zurückgeführt werden, in welchen der Exponent « nur von i abhangt; die 
Ergänzungssätze für die Zahl 1I—{ und für complexe Einheiten werden eine 
den Relationen (2.) ähnliche Form annehmen. Indem man während der gan- 
zen Untersuchung mit einer solchen gemeinschaftlichen, alle Fälle umfassenden 
Form operirt, erleichtert man dieselbe, und kann am Schlusse und « posterior? 
immer noch mit dem Endresultate, wenn man will, eine zergliedernde Discussion 
vornehmen, welche, da die einfachsten Werthe von a und b nur eine end- 
liche Anzahl von Combinationen darbieten, die man noch dazu durch die Pro- 
ducte der Potenzen einer noch geringeren Menge von Zahlen ausdrücken kann, 
keiner andern Schwierigkeit als der wachsenden Länge der Rechnung unter- 
liegt. Aber selbst für fernere Anwendungen der Reciprocitätsgesetze auf an- 
dere Theorieen, zu deren Gunsten eine solche definitive Discussion unternom- 
men werden könnte, bietet die obige zusammenfassende Form Vortheile im 
Weiterschliefsen dar, die man bei der gewöhnlichen Darstellungsweise nur 
mühsam und gewissermaafsen nur auf dem Rückwege zu jener erhalten kann; 
denn liefsen sich auch auf die gewöhnliche Weise die verschiedenen her- 
vortretenden Yälle in eine einzige Formel zusammenziehen, so möchte die 
letztere doch nicht diejenige Einfachheit haben, dafs man nicht bei jeder 
einzelnen Anwendung zu einer abermaligen Zerlegung genöthigt wäre. So 
führt man schon bei der Anwendung des quadratischen *) Reciprocitätsgesetzes 
die beiden zu vergleichenden Zahlen stillschweigend auf ihre kleinsten Reste 


.. 2 . » 
(mod. 4) zurück, und wenn man > bestimmen soll, so setzt man für p» 


seinen Rest (mod. 8). Diese neue Form, welche zugleich die Betrachtungen 
vereinfacht. ohne die Anwendungen zu erschweren, dürfte selbst für den 
Beweis der höheren Fundamentaltheoreme gute Winke an die Hand geben; 
besonders wenn man ihn auf eine Verallgemeinerung des von @au/s im letzten 
Theile seiner „Theoria res. big. No. 71” gegebenen Lemma’s zu stützen sucht. 
Eine weitere Ausführung dieser Gedanken bildet den Gegenstand einer bald 


hier folgenden Abhandlung. 





*) dieses bildet übrigens hier einen Ausnahmefall, da der Unterschied zwischen 
pos. und neg. Zahlen nicht durch Congruenzen dargestellt werden kann. 
nn 
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24. 


Über die in der Gaufsischen ‚„Summatio quarumdam 
serierum singularıum” vorkommenden Reihen. 
(Von Herrn Prof. E. Heine in Bonn.) 


Liätst eine Function sich nicht blofs direct in eine nach ihrer Veränder- 
lichen x aufsteigende Reihe entwickeln, sondern auch indirect, indem man sie 
als Product zweier Factoren darstellt, die nach Potenzen derselben Veriabeln 
fortschreiten: so wird der Coefficient einer jeden Potenz von x in der ersten 
Entwicklung als Summe der endlichen Reihe auftreten, welche nach Ausfüh- 
rung der Multiplication der beiden vorerwähnten Factoren in dieselbe Potenz 
von x multiplieirt ist. Die Anwendung dieses Prineips verschafft die beiden 
Reihen, aus welchen @aufs in der „Summatio quarumdam serierum singula- 
rium” das Reciprocitätsgesetz für die quadratischen Reste herleitet. Wir gehen 


dazu von der leicht zu beweisenden Formel aus: 
u 


l I f 
een ee = u "ü 
(«.) 1—2)(1— rz)(1—r”z) Ma 1 N (1—r) + (1— r)(1— r?) | “a 











Setzt man hierin r—=yg’ und s—=.x°, so erhält man eine Function, die 
sich in ein Product der beiden Ausdrücke zerfällen läfst, welche aus («a.) ent- 
stehen, wenn man darin # =g und 2, einmal gleich x, dann gleich — x 
macht. Nach der ersten Substitution ist mit x” für ein gerades n 

1 
1— g’)i—g*)....(1—q”) 
multiplicirt, und Null für ein ungerades. Dieser Werth mufs also mit dem 
Coöflicienten von x” in dem Producte der beiden Reihen 





x 2 Ä x x” 
le mug —— ,,. . h 
I (1 4) ' (i- q)d1—q‘) und 1 (1— 9) I d—g)i— 7?) 
übereinstimmen. Man erhält demnach 
d—q’) , A—g")d— q’!) 











d—q) ' d-i— A) 





1—g) d—4°)...(1—g”) 
1—’)(1-—- 9°)... (1—q”) 





für ein ungerades n gleich 0, für ein gerades gleich | 


oder gleich 
n—1\ 


d—-Ni—g)... (1-g 
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Um auch den Werth der zweiten Gaufsischen Reihe ($. 9) abzuleiten, 
machen wir in (a.) zuerst r—=yg und z=x. Die so entstehende Function ist 


ein Product zweier Factoren, welche man aus («.) erhält, wenn man darin r —g, 
und & einmal gleich x und dann auch = xyg setzt. Es wird demnach 
1 
1-1)... d-q? 


gleich dem Coöfficienten von x” in dem Producte der beiden Reihen 





x x" 


Tr d—)d— 47) hin 





n3 
e (d—gq) 


und 


1 


11 xq? x’? | Cm 
1 (1—q) 1 d—q)1— 4°) 1 





Wir erhalten also für jedes ganze n: 


ee. ı ER a5 
+ (1—q) + (1— 4) 1—q?) Fr--- 


— 1+9Y)A-+Y4Y)A+gY)... (11-442). 
Bonn. den 19. August 1849. 
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25. 
Über die Reduetion der quadratischen Formen 
auf die kleinste Anzahl Glieder. 


(Von Herrn Prof. ©. @. J. Jacobi zu Berlin.) 


(Gelesen in der Berliner Akademie der Wissenschaften am 9ten November 1848.) 





Di. quadratischen Formen von einer beliebigen Anzahl Variabeln kön- 
nen durch lineäre Substitutionen, deren Determinante +1 ist, auf unendlich 
viel Arten in andere äquzvalente verwandelt werden. Man kann die Coef- 
ficienten. welche die Substitutionen enthalten, zur Beduction der Form be- 
nutzen. Im Allgemeinen pfilegt man bei Reduction der Funclionen vor allem 
bemüht zu sein, die Argumente, von welchen die Funclionen abhängen, auf die 
möglich kleinste Anzahl zu bringen, und dieselben dann in möglichst enge 
Gränzen einzuschlielsen. Bei der Reduction der quadratischen Formen hat 
man nur den letztern Gesichtspunet verfolgt, und unter allen Formen, welche 
einer gegebenen äquivalent sind, diejenige als die redueirte Form betrachtet, 
deren Coeffieienten in solchen Gränzen eingeschlossen sind, dafs keine andere 
äquivalente Form denselben Gränzbedingungen genügen kann. Es ist gleich- 
wohl auch hier von Interesse, nach der kleinsten Anzahl Glieder zu fragen, 
auf welche jede quadratische Form von einer gegebnen Anzahl Variabeln ge- 
bracht werden kann. 

Es ist einleuchtend, dafs bei den quadratischen Formen von zwei Va- 
riabeln. oder den denären quadratischen Formen, keine derartige Reduction mög- 
lich ist. oder im Allgemeinen keines ihrer drei Glieder wird zum Verschwin- 
den gebracht werden können. Dee quadratischen Formen von mehr als 
2 Vuriabeln dagegen können ’mmer auf eine kleinere Anzahl Glieder 
gebracht werden. Während die Anzahl der Glieder der vollständigen qua- 
dratischen Formen mit der Zahl der Variabeln wie die dreeckigen Zahlen 
1. 3. 6. 10. 15 ete. wächst, wird diese Anzahl bei den auf die kleinste An- 
zahl der Glieder redueirten quadratischen Formen wie die ungeraden 
Zahlen 1. 3, 9, 7, 9 etc. wachsen; so dals man bei quadratischen Formen 
von 3. 4. 5 etc. Variabeln resp. 1. 3, 6 etc. Coöfflicienten zum Verschwin- 


den bringen kann. | 
Man kann nämlich für jede gegebene quadratische Form von n Va- 
riabeln eine äyuevalente Form finden, welche aufser den Quadraten derselben 
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nur noch a —1 Producte enthält, und zwar diejenigen, welche bei einer an- 
genommenen Reihenfolge der Variabeln durch Multiplication jeder Variable in 
die nächst folgende erhalten werden. Man wird also jede quadratische Form 
von n Variabeln auf eine andere äquivalente der folgenden Art. 
avw-+ aww ww, 4 q,ww,-+ a,unw, 
+ 4,0; 4 Wu; + .... + 430, _2W0,_1 + dw, W,_ı- 
reduciren können. 

Das Mittel zur Bewerkstelligung solcher Reduction der quadratischen 
Formen von mehr als 2 Variabeln bestehi darin, dafs man für gegebene 
lineäre Ausdrücke, 

Hat idr...- Ti: 
in welchen «&,. @. a; ganze Zahlen sind, einen einzigen Term f. wu 
einführt, in welchem f den gemeinschaftlichen Theiler von «&,, @ 
bedeutet, oder dals man für z,, 2, .... x; ein anderes äquivalentes System 


Gröfsen von der Beschaffenheit einführt, dafs wenn a eine derselben und / 
a; ist, die Gleichung 


84 


der gröfste gemeinschaftliche Theiler’von «,, «; 
at... ef 
erhalten wird. 
Man nennt hiebei zwei Systeme Grölsen äquzvalent, welche auf solche 
Art von einander abhängen, dafs wenn für die Grölsen eines der beiden 
Systeme beliebige ganze Zahlen gesetzt werden, immer auch die Gröfsen des 
andern Systems ganze Zahlen werden. Wenn zwei Sysieme Grölsen in diesem 
Sinne äquivalen! sein sollen, müssen die Gröfsen des einen Systems lineäre 
Functionen des andern sein; es müssen ferner die Coefficienten dieser Func- 
tionen ganze Zahlen und ihre Determinante —= 1 sein. Es werden dann auch 
umgekehrt immer die Gröfsen des andern Systems lineäre Functionen des 
ersteren. deren Coefficientien ganze Zahlen sind, und die Determinante dieser 
Coefficienten wird wieder —=1 werden. Man sieht leicht die Möglichkeit ein. 
Br u; A x, äquivalente Systeme von der verlangten Beschaffenheit 
zu finden und ich werde hiefür bei einer andern Gelegenheit mehrere Methoden 


angeben *). 





*) Schwieriger ist die Aufgabe, wenn man die Coöfficienten der gesuchten Ausdrücke 
gewissen Gränzbedingungen unterwirft, welche die Aufgabe zu einer weniger unbestimmmnten 
machen. Die hiezu erforderlichen Algorithmen, welche ich seit längerer Zeit zum Ge- 
genstande meiner Untersuchungen gemacht habe, sind von der gröfsten Wichtigkeit 
für die Arithmetik, so wie für die Analysis überhaupt. Wendet man sie auf die Auflö- 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 4. 39 
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Nach diesen Bemerkungen ist es sehr leicht, eine gegebene quadra- 
tische Form in eine andere äquivalente von der angegebnen Beschaffenheit 
zu reduciren. 

Es sei nämlich V eine quadratische Form von n Variabeln, x,, 2, .. 
”„ und darin das Aggregat der in x, multiplieirten Glieder 


2,(42:+@2 .. +0,12.) +0,2%. 


Für &,, &. . . «0, führe man ein äquivalentes System Gröfsen z,, 2, .. 
r„_, von der Beschaffenheit ein, dafs 
_ | m | . u. » R | 
d,2,7 dd 2 . 74, In nn Fils 
wo f, den gemeinschaftlichen Theiler von @,,. &, . . @„_, bedeutet. Man 


erhält dann 
u 
v ne a, + fıTn Ent V,. 
wo V, eine quadratische Form der n—1 Gröfsen x,', 2, ... &,_, ist. Es 
sei in V, das Aggregat der in z,_, multiplicirten Glieder, 


(a0 +98 ..+ A,_2Cn) + a A 


Für z,', ©,', . . &,_, führe man ein äquivalentes System Gröfsen z,", z,", 
x"_, von der Beschaffenheit ein, dafs 

40, +2... FR: eh 
wo f; den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler von a,', ay, . . a,_, bedeutet. 


Man erhält dann 
2 5 ya / ' 2 p ' yr ' 
2 7%. +fıT. Ct HiYT.-ı +hr.-ı %-: + V;, 


wo P, eine quadratische Form der n—2 Gröfsen z,”, 27" .... z4_, ist. 
Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man zuletzt 
vr a2 td, 240,05... + 


m 


+ fi LI, Au + f: u En + ß; AR Ln-3 


lnr—2) „nln—1) 
7 Fri 2 I ’ 


welches eine Form der Variabeln 
Be Mo a 


von der verlangten reducirten Art ist. 


sung der Gleichungen von höherem als dem 2ten Grade an, so werden diese Algorith- 
men periodisch und geben die entsprechenden complexen Zahlen, deren Norm der Ein- 
heit gleich ist, auf ähnliche Art wie dies bei der Anwendung der Algorithmen der Kelten- 
hrüche auf die Auflösung der quadratischen Gleichungen der Fall ist. 


TE 
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26. 
Sur la rotation d’un corps 


Extrait d’une lettre adressee a lacademie des sciences de Paris 
par Mr. ©. @. J. Jacobi 


(lu dans la seance du 30 juillet 1849 ) 





Le probleme de la rotation d’un corps solide quelconque, qui n'est 
sollieite par aucune force acceleratrice, est susceptible d’etre resolu par des 
formules nouvelles si elegantes et si parfaites, que je ne peux m’empöcher de 
les communiquer ä votre illustre Academie. Ce sont les fonclions © et H que 
jai introduites dans l’analyse des fonctions ellipliques, c’est-a-dire les fonctions 





2Kr a 4 
of = “) — 1— 24 c0s2r-+ 2g*cos4x — 2y’cos6r— ..., 


i 


Kr 1 4 a 
a(22”) — 2ygsine —2yg’sin3c+ 2 yg’sinde — 2yy"sinTe-+ .... 


st 





au moyen desquelles je suis parvenu a exprimer, de la maniere la plus simple, 
les neuf cosinus eux-me&mes qu’il s’agit, dans ce probleme, de determiner en 
fonctions du temps. En effet, x etant une variable proportionnelle au temps, 
on trouve les cosinus des angles qui, a chaque instant, determinent la position 
des axes prineipaux du corps, egaux a des fractions qui ont cette fonction 9 
pour commun denominateur, les neuf numerateurs etant, abstraclion faite de 
facteurs constants, la m&me fonclion 9, dans laquelle seulement x se trouve 
augmente d’une constante imaginaire. Quel que soit le degr& d’exaclitude auquel 
on voudra pousser les caleuls, on n’aura guere A prendre plus de trois ou quatre 
termes de ces series. excepi& les cas extr@mes. On doit done regarder ces 
cosinus comme exprimes par des quantiles finies, et m@eme par des quantites 
finies tres-simples. Si l’on veut resoudre le probleme du mouvement elliptique 
d’une planete par de semblables formules definitives qui ont le temps sous le 
signe cos ou sin, on a. comme on sait. des series beaucoup moins conver- 
gentes, et des coefficients beaucoup plus compliques. 

La rotation en question se compose de deux rotations periodiques, 
et dont les periodes, en general, sont incommensurables entre elles.. Pour 
avoir une idee nette et claire de ce mouvement, il faut supposer aux axes 


des x et y, dans le plan invariable, un certain mouvement rotaloire uniforme. 
39 * 
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et rapporter la position du corps ä ces axes mobiles et a l’axe fixe des 2 per- 
pendiculaire au plan invariable. Or, etant pose, 
«= ar PpyH Ar 
az +Py-y'z' 
u Hy” 
les axes des x, y', 2’ etant les axes principaux du corps, et les axes des x 
et y, comme on vient de dire, des axes mobiles tournoyant uniformement, 
avec une vitesse determinee, dans le plan invariable, les neuf quantites «, 
P, etc., seront des fonclions du temps periodiques. Avant de donner leurs 
valeurs en fonctions du temps, il faut convenir des notations suivantes: 
Soient, A la force vive, 2 le moment de rotation dans le plan inva- 
riable, A, B, C les trois moments d’inertie relatifs aux axes des «, y', 2), 
et supposons, pour fixer les idees, que, 3 etant le moment moyen, l’on ait 
Bh>T0, 4>DB>C. 
Dans le cas de BAR<T, on supposera A<B<C. 
Le module des transcendantes elliptigues qui entreront dans les for- 
mules donnees ci-dessous, sera 


4 P—Ch 
— IB=C 17° 


N < 
| 


d’ou Pr 
' —6  /Bh—l 
9 ira VB=r A-P' 


Faisons, comme - mon ouvrage sur les zn elliptiques , 





Yan In "os sıK' 
K=/ y( e sin ' K—=/ vi— En 8)’ y=e *; 


soit de plus KX’— a une integrale elliptique de premiere espece, dont le sinus 
de l’amplitude, par rapport au module complementaire %k', est 


A(B—C : ’ ' 
Vz a) — sinam(K'—a,k'), 














ou. etant mis 








i „JA(B--C 
sind = Kat i 
soit 
Bu rn ß) 


3 
Soit £ le temps, et 


G == nt-+r, 











>, 
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r etant une constante arbitraire, et de plus 


nn — YBZOAM— N) 
N ABC 


Aux fonctions Ou et Hu dont j’ai fait usage dans les Fundamenta, 


je joins les fonctions 
G,(u) == O(K— u), H, (u) nn H(K— u): 





de sorte qu’on a 


. Hu /k A, (u) 1 9a) 
/ — PEN u —— 
yksinamu — —,: Vr 77 605 am u oe Jdamu — —,, 


Cela pose, et etant ©— y—1, on aura le tableau suivant des valeurs 


des neuf quantites «a, , etc., 





























62 9 (0)| H(u+ ia )-HW—ia)] _....9,(0)[H(u-+ ia) — Huw—ia] 
N) 2 H, (ia) Qu be 2iH, (ia) Qu 
— 9(0)[ H, (u—ia) + H,(u-+ ia) ] a __ 9(0)[ A, (u — ia) — H ‚(uria)]l 
rnin 2H, (ia) Qu RE Ka &ıhd, (ta) Yu 
H,()| 9 (u + ia) — 9(u— ia)] ‚ _ EV) Mu+tia)+ Yu —ia)]|, 
Pr 2iH, (ia) Yu en 2H, (ia) Qu : 
” 9 (ia) H, u 9 (ia) Hu »__ Ha)9, (u) 








TEASER ML rn Nu 
H, (ia) 9u ’ 4 H, (ia) Qu ° 7 iH, (ia) Ou 





Les vitesses de rolalion autour des axes des x, y, 2 seront: 


fl, (w—ia) — 9, (ut ia) ] _—. FI9,(w—ia)+ 9, (u-+ia)] h 
2{H, (ia) Ou u 2H (ia) Ou a 








ou . 
f = ny(kk’) O,(0). 

Les axes des x et des y ayant, dans le plan invariable, un mou- 

vement de rotlation uniforme aulour du point fixe, dans le sens du choc 

primitif applique au corps, langle proportionel au temps quils deeriront 

dans un intervalle t du Ma sera nn't, ou la constante n! est 


u u nn A rs (ia) 








Mettant 





_ au _ n(nt+r) WR 
ur 2K -&K?’ 


oa #<Z1, on aura d’apres la definition des fonctions © etc.. 
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+[9 (u-+ 3a) + 9 (u—ia)] = 1—g" "(14 g°)cos2r + "(1 + g*)cos4r—..., 
27 | (u 4 a)— O (u—ia)]) = g’(1—g”)sin dr —g*”(1-g®)sindc + ...., 
14 (u4+-:a) + H(u—ia)] = g’[1-+ g)sine—y’A4+g°)sinde-+ ...], 
—[H u 4-10) — H(u—ia))| = gt [(1—g?) cos&e—g’°(1—g”)cos3c-+ ....], 
LH /u—ia)-+- H,(u-+:a)] = I A-+gP)coosc+g(1-+g®)cos3r-+ ...], 
. IH (u—ia)— H,(u-+ ia)] = gr? [1—gP)sine+g"A1—g°)sindr-+ ...], 


ı[9,(u—ia) + 9, (u -+:a)] =1+g'"?(1-+-gQ°)cos2c + 414g” )cos4r-+..., 


u 


— 9, (u ia) — 9, (u--ia)]) = g'° (1—g”)sin?2x + 4" (1—g")cos4r+.... 
Dans les deux premieres et les deux dernieres formules, les premiers 

termes qui suivent ceux qu’on a cerits, sont de l’ordre de la quantite g’"”; 

dans les quatre autres formules, ces termes sont de l’ordre de la quantite g’”°: 


ceux-ci ajoules, on naura rejele que les termes respeclivement de l’ordre 


16—4b 


des quantites 4 et 4°”. En mettant ou 5=0 ou 20, on aura le 


developpement des autres fonctions qui entrent dans les formules &tablies ci- 
dessus et dont l’argument est « ou 2a. On a, d’ailleurs 


9K DL K 
0,0) == Y A 0(0) — (. H,(0) = 


zT 


/2k K 


st 





Si la quantite g et le module % sont tres-proches de l’unite, on se 
servira des transformations suivantes, par lesquelles les fonctions qui se rap- 
portent au module 4 sont changees en d’autres qui se rapportent ä son com- 
plöment A’, d’oü suit que la quantit@ g sera remplacce par la quantit& extr&emement 

» 


. j log g 
pelite g e 


u-- ia) = WH{u—i(K'—a)] = gH,(a— ıu, k') 
— g’O,[a+?(K— u), k'] 
Hua) = wO[u—i(K'—a)] = ty H(a— wu, k') 
— y’OJja+?:(K— u), Kk') 
H, (u ta) = g99,[u—:(K'—a)] = yOla— ıu, k') 
— ig’ Hfa-+-:(K— u), %k'] 


4 u-:a) = yH,[u—i(K'—a)]) = g’O, (a — ın, k') 
— g’H, la 4 (K— u). k'] 
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ou 
_ I(K-2a+2i ee ii uk 
nn K ir (“tie u. / u KR 


ge 9 Au rg e de rg * 

Par cette transformation, les formules perdent leur caractere periodique, comme 

cela est bien propre a des formules par lesquelles doit &tre exprime un mou- 

vement extrömement lent et dont la periode est d’une duree quasi - infinie. 
On peut aussi d&velopper les valeurs fractionnaires des neuf cosinus «, , etc.. 

en series tres-simples et assez convergentes, quoique depourvues de celte con- 

vergence extraordinaire dont jouissent le denominateur et les numerateurs des 

fractions m&emes. On obtient ces developpements en se servant des formules 














sulvantes: 
[9lutia) +9 (u —ia) | 
(1.)  #,(0) 90) 9,(0) 2H (ia) Qu 
pr 29° _ 1 q(1+q°) )cos2.r q’ (1--g°')cos4x | ’ 
uote En Zul Bi 3 1 Perc Big» ta g)1—g**°) | 


; ara 9(u+ia)— O(u— ia) 
(2.) A,(0)0(0)9,(0) 3H (a) Ou 





re —ıb 1b 1— ?)sin2.r q ’1—g') )sind.r | 
en 2(q + q ) Pa; 2) 1— ade m q’ )d— gr) + en 


2 I(u-+ia) + H (u — ia) 
(3.)  Hı(0)0(0) 9,(0)- 29 (ia) u 


” , Yv(q(1—q))sin.c Yv(q°41—q°))sin3.r 
= 2(y ie f >| PearT — q1+6) T nr ee a 4+- a |: 


(4) 410) 00) 0, 0) Mh a ie 
— 2 g®)|, et : 
65.)  #,(0)0(0)9,(0) er ee 
a +]; 
(6.)  H,(0)9(0)0,(0) en u+ia) 
re ee 


9, (u—ia) +09, (u-+tia) 
(7)  H,(0)0(0)0,(0) 2H (ia) Ou 


_ 2 1 a] gA+g) cos? g’itgq)cosdr | 
nr ir? ET a ta 1 ver 
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G (u — ia) — 9 (u-+ ia) 





(8.) H,(0) (0) 9,(0) 


(i— g°)sin?x 


2iH, (ia) O 


gi —g')sindr 





‘ —s __ 2 
2(g 4 re 








ie . 
(1 + y)yd En y* +6) Ri. 72 |; 

















= (*) 2kK 4ygcos.r 4ygq°’cosd3.r 
g H, (0) () 0) nn A {i u 1 nr / MG: 
(9.) )V) —— cos am u en 129 ee 
Hu 2h K 4ygsin.x 4ygqg’sindx 
0) 0, ( ) —— c _— / - L / > 
(10.) HH, (0) On - sinam u ng | a +... 
9,lu)__ RK 4qcos2.r 4q’cos4r | 
Ba un "u | I_ 








(Quant aux facteurs constants par lesquels il faut multiplier les formules 


preceedentes pour obtenir les valeurs des neuf cosinus, j’observe qu’on a 














ia) __ /h' 1 —a/W  /AM— Ch) 
Ha) " NYh cosamla) "h B-1r 
9,(a) 1 JIJamia) 1 _/Bi—Ch) 
Hia) yk cosam(a) yk Y(B—-C)!° 
Hiia) __ vh'tangam(ia) al CGAR—P) 
iA,(a) TE 


Les huil formules (1.)... (8.) sont nouvelles et d’une grande importance 

dans la theorie des fonctions elliptiques; j’ai remarque dans une lelire a 

‚ Jiermite (Mathematische Werke Vol. 1. pg. 357) que, par leur moyen, on 

parvieni. de la maniere la plus aisee et la plus directe, aux formules de la 
transformation inverse ei de la division des fonclions elliptiques. 


On trouvera des series analogues pour les valeurs des six quanlites 
m a' P p' y y' 


9 9 an ® Te) 7 Br 
Ü & 2 v rr Y 


ou pour les langentes des angles que les projeclions des axes des w',y, 2 


plans des x, x el des y, 2 forment avec l’axe des 
Pour les recherches generales et analyliques, il conviendra presque toujours 
Ces formules remarquables pourront, 


“” 
ro 


sur les 


de faire usage des formules fractionnaires. 

dans le probleme de la rotation, servir de point de depart pour resoudre des 

questions analogues ä celles que M. Gaufs a traitees dans sa Pheoria motus 

par rapport au mouvement elliplique et hyperbolique. 

les mömes formules donnent une nouvelle maniere d’exprimer par trois 
les neuf cosinus des angles que formenti entre eux deux sysiemes d’axes 

Ces trois quantites sont ici les deux arguments 


corp. eoel. etc. 


quanliles 
de coordonneces reclangulaires. 


le module 4; ou, si l’on veut, les quanliles @, d, y 


u el 4, el 
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Demonstration *). 


Expose des notations dont on fait usage et des formules par lesquelles le probleme 


est reduit aux quadratures. 


Faisons voir a present comment on peut lirer les resultats pr&cedents 
des formules connues et dont on trouve la demonstration dans les trailes de 
Möcanique. Pour plus de commodite, on a empruntc ces formules au Traite 
de Mecanique de M. Porsson. On ne s’est @cart@ des notations de cet auteur 
que dans la definition des axes des x et des y, lesquels, chez M. Poisson, son! 
supposes fixes dans le plan invariable et qui ont &t& supposes ici faire dans ce 
plan, autour du point fixe, une rotalion uniforme, dans le sens de la rotation 
initiale du corps. On supposera, avec M. Poisson, que l’axe des x parvien! 
dans la direction de laxe des y, apres une rotalion de 90", faite dans le 
möme sens; de sorte que, d’apres la notation employee dans nos formules, les 
quanlites designees par x et y dans le Trait& de M. Porsson, devront eire 
remplacees, par 

cos Fl —t,).2 — sin F(t—f,).y 
cos F(!—4,).y+ sin Fi—t,).x, 
P et t, designant des quanliles constantes. 

J’observe encore que la leitre 4 designant dans le Traite de M. Porsson 
le moment! prineipal, a el&e remplace iei par /, A etant employ& comme module 
des fonctions ellipligues qui entrent dans nos formules. 

Nommons donc. 

x, v', 2 les coordonnees paralleles aux axes principaux du corps; 

A, B, Ü les moments du corps par rapport ä ces axes, et dont B soit le 
moment! moven; 

vw V’angle que linterseclion du plan des x’, y’, ei du plan invariable, fait avec 
une droite fixe, menece dans ce dernier plan par le point fixe: 

y Vangle que celte inlerseclion fait avec l’axe des «'; 


*) On a cru faire plaisir aux gecomelres, en ajoutant la demonstration des lormules 
precedentes, laquelle n’avait pas ele donnee dans la lettre a l’Academie de Paris. On a 
change les direclions des axes des .r’ et des y dans les directions opposces, afın qu'elles 
s’accordent parfaitement avec celles qui ont el& supposces dans Ja Mecanique de M. Poisson. 
En outre, on a corrige quelques fautes qui s’etaient glissces dans les formules relatives 
a la determination de l’axe instantane de rotalion. 
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3 Vangle que l’axe des =’ fait avec une droite perpendiculaire au plan in- 

variable, laquelle sera prise pour l’axe dec 2; 
pP, 9, r les vitesses de rotalion aulour des axes des «, y', =’. 

Connaissant les angles , g, 9, on determinera la direclion des axes 
des x, y', 2’, de la maniere suivante. Supposons que le plan invariable soit 
horizontal et menons ä ce plan une verticale, par le point fixe @, dirigee en 
bas ou dans le sens de la pesanteur. Soit OA la droite fixe prise a l’arbi- 
traire dans le plan invariable; soient OB, OC, OD trois autres droites dans 
le m@me plan. telles que les angles BOA, BOC, BOD, comptes dans le 
meme sens dans lequel le choc primitif a fait tourner le corps, soient respecli- 
vement egaux a vw, p, g--4z. Faisons tourner le plan et la perpendiculaire 
qu’on lui a menee, supposce fixement lice avec lui, autour de la droite OB, 
de maniere que la parlie adjacente a OB et dirigee dans le meme sens dans 
lequel les trois angles ıv, p, « !rı ont @l& comples, s’eleve, au commencement 
de son mouvement, au dessus du plan horizontal. Quand le plan et l’axe per- 
pendieulaire au plan, auront deerit l’angle 9, les directions qu’occuperont alors 
les droites OU et OD, et l’axe perpendiculaire au plan, seront celles des axes 
des x’, y’, z’. La direction de la verticale, perpendicnlaire au plan invariable, 
sera prise pour l’axe des z. (Porsson Mec. II. p. 62 — 64.) 
Les quantiles p, g, r sont liees entre elles par les deux equations, 

Ap- +-Byf Cr —=ıh 
IA’p’-- Dig - Or —l ; 
quanlites sont liees avec le lemps, par les formules differentielles, 
ee B dd 0 dr, 
% B—Ü gr u ı»  A—Bpg’ 


les mämes 





l’angle ı» s’obtient au moyen d’une autre formule differentielle, 


Ap’+ Ba’ 
TB „ldt; 


et p sont donnees par les formules algebriques. 





3. dv —= 


enfin les angles 





A / B Cr 
4, . n. — — sn sing, A — — siNnFcoSp, 7 — c0S4. 


Les quantites A et 2 sont des constantes arbitraires; deux autres con- 
stantes arbitraires entreront dans les formules du probleme par l’integration des 


equalions (2.) et (3.). (P. M. I. 139 — 144.) 
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Limites des quanlilös p, 9 r. 

Substituant les valeurs (1.), de 4 et de !, on voit que les deux constantes. 
A -, Re 

sont positives, parceque, B etant moyen entre A et ©, les quanlites A— B et B— C 
ont le meme signe que A— €C. Comme on est mailre de choisir pour A le plus 
grand ou le plus petit moment, supposons que Fon ait fait Fun ou l’autre choix, 
selon que BA—!" est posilif ou negatif. Il suit de la, que les six constanles. 

A—C, A—B, B-(C, 

Ah—V’, Bh—l’, U—Ch 
auront loutes le meme signe, ou que le produit de deux d’enire elles sera 
toujours posilif. J’observe que quand on emplovera, dans les caleuls suivants, 
le signe ambigu + ou +, on supposera toujours que le signe superieur ait 
lieu. lorsque BR Z>T’, et le signe inferieur, dans le cas contraire. On prendra 
les radicaux toujours avec le signe posilif, de sorte qu’on devra metire, par 

exemple. 


1 KA- C)\(Ah— 1”) _ / Ah—!” 


vn. 





1—-c } 6 


Exprimons p’ et r’ par q, on aura 
—Ch— B(B—-C)q 

















h Pr A(A—C) 
2 „ _—_ A—lP—BA—Bg: 
<. C(A—-() 
On voit par la, que g° doit etre plus petit que la plus pelite des deux quanlites. 
I?— Ch ' Ah—!” 
bB(B-—-C) ‘ B(A— BD) 
Or comme, suivant la supposition faite, la difference 
Ak-® T-Cah  (A—-CVBR—D) 
y un; u u ‚u sr ©; mr, 


est posilive, on aura 
Ah—!” "’—Ch _ . “ 
BA-B — BB=-09 1 
Nous verrons que g’ peut atteindre la valeur limite, pour laquelle la quantite p 
s’evanouit; mais la quantil@ r ne saura jamais s’evanouir et conservera, par 
suite, toujours le m&me signe. Comme le choix de ce signe est arbitraire, sup- 


posons que r ait le meme signe que BA—!’ ou A—C. 
40 * 
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Sur la marche que suivent les variables p, q, r, avec le temps croissant, et comment 
le mouvement propose se compose de deux mouvements periodiques. 


Nommons g’ la limite superieure de g, 


’— Ch 
ey 
I VEB-0° 


el supposons qu’a un certain temps, le signe de p soit negalif. Le signe de 





dgq sera alors posilif ou y croissant, a cause de la formule, 
A—Ü)rp.dt 
dq — _ MA-b)rp.di 
B p) 
et de ce que l’element du temps, est toujours positif. Le facteur » ne pouvant 
changer de signe avant de s’evanouir, y devra continuer ä croitre jusqu’a ce 
qu’on ait, P = 0, et par suile, = +q". 


A cause de la formule 


dp ._ (B—C)grat 


A ’ 





et parceque 934g est positif, on aura alors dp positif; done p devant con- 
tinuer ä croitre, changera de signe, en passant du negatif au positif. La 
quantit& q, par suite, commencera a decroitre, dgq devenant negatif, et elle 
devra conlinuer a decroitre tant que p reste posilif. Au contraire, p devra 
continuer ä croilre, tant que q, en decroissant, a partir de sa limite superieure 
-g', restera posilif. Lorsque y s’evanouit, en passant du positif au negatif, 
p aura alteint sa limite superieure 
; I’— Ch 
pP = Y7a-0° 
et devra commencer ä decroitre, dp devenant negatif. Lorsque p, en decrois- 
sant, atteint la valeur zero ei repasse au negatif, la variable y, en decroissant 
aussi, atteint sa limite inferieure —g', et recommencera ä croilre jusqu’ä ce 
qu’elle soit parvenue ä sa limite superieure + g', et lorsqu’elle, dans cette marche, 
en s’vanouissant, repassera au positif, la variable », de son cöte, aura atteint 
sa limite inferieure —p'. Ü’est ainsi que les variables p et y, avec le temps 
croissant, passent et repassent, d’une de leurs limites a l’autre, de maniere que, 
y prenant successivement les valeurs, 
>09, 450, 9 +49 


la quantit@ » obliendra les valeurs correspondantes , 
0, —p, 0 +, 0, —p), 
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La limite inferieure de r, est 





/ Bh—!”’ 
u u / 
-_— t:/78-0° 
la limite superieure. 
r' Zune / Ah—!? 





Ran 
et ’on d@montre aisement qu’aux valeurs precödentes de p et g, correspondent 


les valeurs de la quanlite r, 


() ! V 


r, r ’ r 3 r, r, r , r', 

Supposons que le temps dans lequel la variable 4 croit ou decroit d’une de 
ses limites ä l’autre, soit egal a T'; supposons de plus que, pendant que g croil 
constamment d’une valeur indefinie 4 jusqu’a sa limite superieure y’ ou deeroit 
constamment de g’ a g, le temps Z ait augmente de la quanlil@ 7—f; on aura 


RER, | 
mf - MR mf de 
pr pr 





—_g' g’ 
“de '7de 
mf — = mf I —ıt-1t, 
ır r 
g / g‘ } 
ca B kind ’o. 
ou l’on a pose m = — Ed Generalement, la quanlitc pr ayant, pour la meme 


valeur de 4, des valeurs opposces, selon que 4 est croissant ou decroissant, 
il sera toujours permis d’echanger entre elles les deux limites de l’integrale. 
On aura donc successivement, 


g' 
mf a T—t 
pr 


q 





% q 
m he — tr—t 
pr 
q 
Bu . 1d 
m/f Aumf A1_mf I — T—(t—1t) 
u pr pr pr 
9 g‘ q' 
’q gq’ Y’d 
m 1omf 1_mf I T—(t—1t). 
DR A e pr 


ou Fon suppose toujours, que la variable 4 croit ou decroit constamment, en 
passant d’une limite de l’integrale ä l’autre. La variable y etant relournee a sa 
valeur primilive et a l’etat de croitre, elle recommencera de nouveau les memes 
tours et retours, et l’on retrouvera, pour les differents intervalles, les memes 


valeurs de l’integrale que precödemment. 
Ajoutant successivement, au temps £ correspondant a la valeur primitive 








304 26. 0. G. J. Jacobi, sur la rotation d’un corps. 


de 4, les differentes integrales dont on vient de donner les valeurs, on aura 
le tableau suivant, des valeurs correspondantes du temps ? et de la variable g, 
» 99: u nF g; VE 
I, 1, Ar—t, ı-T, t-+?RT, ı+2T, 27+2T—1, 
On voit par ce tableau que, le temps ayant augment£ de la quantite 27, la variable 4 
sera relournce a la möme valeur et aura repris la meme direction de sa marche. 
la meme chose aura lieu par rapport aux quanliles p el r el, par suite, comme 
il resulte des formules (4.), par rapport aux cosinus et sinus des angles y et 9. 
Venons a l’examen de lintegrale par laquelle on a exprime l’angle , 


PER: 4 Ap’+ Bag’ di. 
A’p’+ by’ 





Si l’on prend la constante ! avec le signe zuitil., celte inlegrale montre que 
yv deeroit constamment. Üonsiderons l’expression par laquelle, sous le signe 
integral, se trouve mulliplie d£, comme fonction de /, il suit, des remarques 
precedentes, que celte fonction reprend les memes valeurs quand £ augmente 
de la constante 27. On aura donc, en designant celte fonction par F'(?), pour 


deux limites quelconques de lintegrale, 4, et 4. 
BE ’ 4,+27 
I F(t)dt — Fi F(t)dt, 
t, “+27 
ou. en ajoutant aux deux membres la meme integrale etendue de 4, a 4+2RT, 
°4,+27 +27 
Tom = / F(t)dt 
g 7 


On voit,. par cette formule, que l'intögrale. 


4427 
/ Fit)dt, 


t 


est independante de la valeur de la variable 2 ou que cette integrale est une 
quantite conslanle posilive que nous MINOR par 


2TW — / 7 Ap’+ Bo’ dt. 
l un A’p?+ B’gq? 








Supposons que la valeur v0, corresponde au temps = f,, on aura 


A BD: 
1 au dt — w 
1 














A’ p "+ B° q’ 
+27 Ap’-+ By’ n- ff Ap’ + Bp’ +27 Ap’ + Ba’ 
Fr f A’p?-+ B’g? “= . A’p°+B’p Hu — f APLB’T 


—= w—RTYV. 
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Donc, toutes les fois que le temps augmentera de la quantit@ constante ZT), 

l’angle vw decroitra de la quantit& constante 27YP. De la suit que, faisant 
yv = v+Pl—h), 

l’angle w ne change pas du tout de valeur, quand le temps augmente de 

la constante 2T', ou que ı', de me&me que les quantites p, g, r, et les cosinus 

et sinus des angles p et 3, est une fonction du temps periodique et qui jouil 

de la meme periode que ces quantites, ZT. 

Supposons que, dans le plan invariable, une droite, que je designerai 
par (2), tourne unilormement, et avec une vitesse angulaire 7, autour du 
point fixe, dans le m@me sens dans lequel les angles vr decroissent ou dans 
lequel se fait la rotation du corps autour de l’axe des x. Supposons de plus 
que, pour le temps £== 4,, celte droite coincide avec la droite fixe, ä parlir de 
laquelle l’angle ıw est compic. Dans un temps indelini #, la droite (x) lera 
avec la droite fixe, un angle egal ä 

PU 
Donc, w etant l’angle que l’interseclion du plan des =, y’ 
variable, fait avec la droite fixe, la mäme intersection fera avec la droite 


et du plan in- 


mobile (x). un angle egal a 

v4 Plt—t) = W. 
On pourra done, indifferemment, determiner cette intersection, ou par l’angle 
qu’elle fait avec la droite fixe, ou par l’angle ıw qu’elle fait avec la droite 
mobile (2). 

Soit fixement liee avec la droite (x) une autre droile (y), perpen- 
dieulaire a (x) dans le plan invariable, et dont la direction est la meme que 
la droite (x) aurait apres une rotation de 90°, faite dans le sens de son mou- 
vement. On connailtra, a chaque instant, la position des droites (2) et (Y). 
puisqu’elles tournent uniformöment, dans le plan invariable, autour du poin! 
fixe. dans un sens donne, et avec une vitesse angulaire donnee. A un instant 
quelconque, prenons les droites (x) el (y) pour axes des coordonnees x el y, 
et pour axe des %, la perpendiculaire menee, par le point fixe, au plan inva- 
riable. Soient x, y, x, les coordonn6es d’un point queleonque du corps mobile. 
rapporlees ä ces axes; soient «', y', 2’, les coordonnees du m&me point, rap- 
portees aux axes principaux fixes dans le corps; on aura 

2 — an’ Byte 
Y eu ax + Py-+yz' 
= m dt ey"zt, 
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et l’on obtiendra les expressions des neuf quanlites, «, P, etc., de celles 
donnees dans la Mecanique de Mr. Possson (Il. pg. 64). en remplagant seu- 
lement l’angle w par l’angle 

vw — w-+ Pil—1t,). 


On aura done 


@ —  cos# sing sin w' + cosp cos 
ae —=  cosF sin p cosıy' — cos y sin y' 
a" —= — sin#sinp, 
BP = cos cosp sin w' — sin p cos’ 
P' =  cosFcospcosw' sin yp sin y' 
P" = — sin #cosg 
v = sind sinw' 
y —=  sind#cosw' 


— cms. 


les cosinus et sinus des trois angles $, %, w’, reprenant toujours les 
memes valeurs, apres un accroissement du temps egal A 2T', on voit, par ces 
(ormules, que les neuf quanliles «, /, ete., sont des fonctions du temps periodiques 
et jouissent toules de la möme periode 2T. Connaissant donc les positions di- 
verses que le corps mobile prend dans un temps limite 2T, on en conmnaitra 
la position pour tout le temps, futur ou passe. En effet, etant donnee une des 
posilions du corps, correspondante a un temps /, pour en determiner la position 
correspondante au temps #--%T, ? etant un nombre entier quelconque, on n’aura 
qu’a faire tourner le corps, autour de l’axe des 2, d’un angle constant egal a% FT, 
dans le sens de la rotation primitive. Le corps se lrouvera dans la posilion cor- 
respondante au temps — %T, apres avoir fait la meme rotation dans le sens 
oppose. On voit par la, que le mouvement du corps se compose de deux mou- 


ch . 27 . | 
vemenis periodiques; apres un lemps egal a °’ les droites (x) et (y), mobiles 
dans le plan invariable, auront repris la meme position dans ce plan, l’axe 
des & restanl toujours en repos; et apres le temps 2T), le corps aura repris 
la meme posilion. par rapporl aux axes des x, y, 2 
Quand on est parvenu A reduire un probleme aux quadratures, un grand 
avanlage de ceite reduction, consiste en ce qu’elle nous met a meme de juger 


en eeneral de la marche que suivent les variables. Mais il semble que l’on 


n’a pas assez fait ressorlir cet avanlage, dans tous les cas, des formules in- 
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tegrales, puisque si l’on a discut@e cette marche des variables, ce n’a ete 
presque toujours que dans les cas qui se pretent aux solutions approximalives 
et que l’on aurait pu traiter, sans m&me connailre la solution generale. 

Le raisonnement qu’on vient de faire sur la nature des variables qui. 
dans le probleme propose, determinent a chaque instant la position du mobile, 
est independant de ce qu’on peut reduire ces variables aux fonclions elliptiques. 
Mais par le moyen de ces fonctions, on saura representer ces memes variables 
par des series periodiques simples et regulieres et d’une convergence des 
plus rapides. 


Reduction des neuf coefficients @, $ etc. aux fonctions elliptiques. 


lsegendre, dans son Traite des Fonctions Elliptiques, a reduit les ex- 
pressions du temps / ei de l’angle w, ä des integrales elliptiques, respectivement 
de la premiere et de la troisieme espece. Les cos.. sin.. ./ de l’amplitude de 
ces integrales, sont egaux aux cosinus des angles que les axes principaux du 
corps font avec l’axe des 2%, multipliöes par des facteurs constants lesquels, 
comme le module et le parametre des m&mes integrales, sont determines par 
les moments prineipaux du corps el les donnees initiales du probleme. On saura 
done exprimer, r&ciproquement, en fonctions de ?, les cosinus des angles que 
les axes principaux font avec l’axe des z, ou les quantites designees ci-dessus 
par «@”, ", y'. La theorie des fonctions elliptiques fait voir que ces expres- 
sions inverses peuvent &ire representees par des frachions dont les numera- 
teurs et le denominateur sont des fonclions de la plus grande simplicite et 
lesquelles, a cause de l’extr&me convergence des series dans lesquelles elles 
peuvent &ire developpees, pour toute valeur reelle ou imaginaire de leur argu- 
ment, doivent ötre regardees, dans le calcul, comme des quantites finies. de 
meme que les quanlites algebriques, trigonometriques ou exponentielles. Par 
ces me&mes fonctions on a exprime encore, d’une maniere tres simple, les in- 
tegrales ellipliques de la troisieme espece.. On saura done aussi exprimer 
l’angle v dependant d’une integrale elliptique de la troisieme espece, par ces 
fonctions simples et explicites du temps. 

Les expressions en foncelions du temps, dont on vient de parler, 
des trois coefficients, «”, P", y", et de l’angle vw, ont eie donnees par 
M. Rueb dans une savante these *) laquelle, en outre, contient plusieurs 


*) Specimen inaugurale de molu gyratorio corporis rigidi nulla vi accelatrici sollieitati 
auct. Adolpho Stephano Rueb Roterodamensi, Trajecti ad Rhenum 1834. 
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developpemenis interessants. Ces expressions suflisent pour determiner la position 
des axes principaux du mobile, correspondante a un temps quelconque. Mais 
on a cru que, pour avoir une solution complete, il faudra donner les fonc- 
tions du temps, par lesquelles s’expriment tous les neuf coefficients, «, # etc. 
En remplissant cette täche, on est parvenu ä des expressions de ces quan- 
lites, qui par leur simplieite et leur caractere analogue a celui des fonctions 
algebriques rationnelles, sont eminemment propres A eire traiteces dans le calcul, 
eirconstance d’autant plus importante, puisque ces me&mes quantites pourront 
et devront etre un element fondamental de la mecanique des mobiles ä trois 
dimensions. 
Rappelons les formules (3.) que j’ecrirai de la maniere suivante, 


1 a) 














—Ch 
Mi B(A—B) ; 
" aa ARZT 8) 


Le facteur de y° etant plus grand dans la valeur de p’ que dans celle de r}, 
on fera. 








EN), 2 a 
A: 
A ai 
Bas "nor „urn Dumme ksinS, 


ou A est une constante plus pelite que l’unite et qui est donnee par l’equation, 


NA— B) (l? — Ch) 


Be (B—-C)(Ah— 13’ 





d’ou suit 
(A— C)(Bh—1’) 
(B—-(C)(Ak—-D 





k — yi1—Kk) = V 
Posant. de plus, 


AI(5) = y(1— k’sin’$), 


il viendra 








/ P?—Ch 
P = — ga 0, °085 
see 2 
ve Ze ae 
Kin DU 
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L’on a, dans ces formules, determine les signes de maniere que 
l’angle 5 croit consiamment avec le temps. En effei, on a vu que le signe 
de p doit eire oppose a celui de dy, ou ä celui de cossds. Donc, pour 
que dS soit toujours posilif, ainsi que l’element dt, on a dü donner ä la 
valeur de p le signe —. Quant a la valeur de r, il a fallu lui donner le 
signe +, puisqu’on a suppose que r ait le meme signe que Bh—l’, et qu’on 
est convenu de prendre le signe superieur ou inferieur, selon que Bh— 
est positif ou negalif. 

En substituant les valeurs de p, g, r, dans la formule differentielle. 











cs B dq 
il viendra 
d& BR. /B—C)(Ah— 1°) lt 
da&) ABC Fun 


Supposons que 5 s’evanouisse en m&me temps que ı ou pour t=f,, et faisons. 
/B—C)\(Ah— 1’) 























BE zu ABC (E— 1) I n(t— [,), 
en posanl 
 KB—-C)\AR—D) 
n—y ABC 
On aura donc 
BE __ 
A du, 
ou, d’apres la notation dont on se sert dans l’analyse des fonctions elliptiques, 
& = am(u), 
et, par suite. 
EEE /UP—Ch 
pP — TE | A060, °05 amu 
PEUSHEDEENER 50°) VIREN. KGB "Ch . . 
L_- 7 sin cosy — BB-C sin am 
l / Ah—!” 
EB < c084 —— 7 Ca 0, Zamu, 


le module des fonctions elliptiques etant la constante %k dont on a donne ci- 
dessus la valeur. 

L’angle 9 est suppose entre O et 180°, d’oü suit que sin sera tou- 
jours positif. Cet angle sera entre O et 90°, si BA >!", et entre 90" et 180°, 


dans le cas contraire. Donc, selon que BA—!” est positif ou negatif, l’axe 
41 * 
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des 2’ doit eire mene au dessous ou au dessus du plan invariable suppose 
horizontal. 


L’intersection qu’a, au temps 2==f/,, le plan des x’, y’ avec le plan 
invariable, est la droite fixe dans ce dernier plan, parceque pour !=4, 
on a suppose y—=0. Drautre cöle, pour £=4, ou W=0, ona cosy—0 
et sin’#sing posilif; par consequence, sin‘ etant toujours positif, l’on doit 
avoir = +4n, c’est a dire, Taxe de x’ fera, dans le sens convenu, 
'angle 4477 avec l’intersection du plan des x’, y’, et du plan invariable, ou 
avec la droite fixe dans ce dernier plan. En augmentant cet angle, dans 
son plan et dans le meme sens, de 47, on a la position de l’axe des y’. 
Cet axe fera donc avec la droite fixe dans le plan invariable, l’angle x. Donc, 
au temps £—t,, l’axe des y’ sera couch@ sur le plan invariable, et y prendra 


une position opposee ä la direction de la droite fixe dans ce plan. 


Pour reduire aux fonctions elliptiques, l’angle w, substituons d’abord 
dans A’p’+B’g’, les valeurs donnees ci-dessus, de p et de y. On aura 


par cette substitution,, 




















Ap+Bg — (l Rate, auch 
— == > (+3 sin am). 
En faisant 
re — — sin’am(ia') — tang’am(«', k'), 
ou l’on supposera a’ entre 0 et Ä’, cette expression se change dans la suivante, 
arte = A Me) 
—1 


dans celle-ci, 





ou, comme on a sinam(@K’— a) = — —, 
k sin am (ia) 





Apr-+Bg — AZ Ad Rsin’ami(K'— a’) sin’am u). 


Donc, etant pose, 
K'—a =a, 


il viendra 
A(®— Ch) 





Ap-+Bf = (1— A” sin’am(?a) sin’ am u). 


A—C 
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On tire de la, 





























Ap+Be _ 2, Ba’ 
A’p+B’g’ A A A’p’+b’g’ 
gi 4 (A— B)(A—C) sinramu 
4 A’(B—C) 1— k’sin’am (ia) sin’am u’ 
d’ou suit 
2 "Ap’+ Ba’ 
yo fi Ap°+B’y’ di 
— —ıy (u (I — et sin’am u du zen] 
A(B— AB, * A(B—C) JS 1—k”sin’am(ia) sin’amu / 
Or, de ce qu’on a pose ci-dessus, l’on tire. 
7 . . C(A—DB) 
2 2 FE 
— k’sin’am(?a) — AB=0)° 
a 
IS am(2a) = AB 0)’ 





A—B/P—Ch .8) Adi) PP 
B—-C\AR— 7 — TB —-C) Ah— 7°’ 


\ 





k’ cos’ am (2a) 


et, par suite, 











an .\, __ +il(4—B)\(A— C),/ BC 
A’ sin am (a) cos am (2a) Jam (ta) — 78-0 AB-CHAh- 
Donc, en posant 
u ıy > EN C Ä cos am (ia) Jam (ia) 
An A(B—C)(Ah—!’) A—C sin am (i«) 


il viendra 





117 u 
On tire la valeur de l’integrale precedente, de la formule (Flundamenta nova 
page 146, 3.), 
“h’sinamacosamadamasin amu.du __ u dlog 9(a) u Hlog Hua) 
1— k?sin’am a sin*am u da 2 9 Hu+a)’ 
dans laquelle la constante @ peut avoir des valeurs quelconques, reelles ou 
imaginaires. En effet, il suit de cette formule, en y mettant za au lieu de a, 


d —t 9 (ia) 9 (u— ia) 
— (+ —v)u+43log Burn: 


u Huf am (2a) cos am (ia) Jam (ia) sin*am u du 
1 — k* sin” am (ia) sin?am « 

















ou 
O(u-+ ia) 
9 (u—ia)’ 





1 
nn — / —— 
y— nut+z;log 
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etant pose. . 
— dlog9%(ia) 
n = VvV-+ . 





da 

Pour parvenir aux valeurs precedentes, des quantites p, 9, r, et de 
"angle w, il suffit de remplacer les formules de Legendre par celles &tablies 
dans mon ouvrage sur les fonclions ellipliques. Ces valeurs ont ete donnees, 
pour la premiere fois, dans le beau Memoire de M. Auweb. Mais, pour achever 
la solution du probleme propose, et pour arriver ä des formules definitives, il 
faudra faire des calculs ulterieurs et pour lesquels les expressions trouvees 
precedemment, ne sont, pour ainsi dire, qu’un point de depart. 

Substituant dans n’ la valeur donnee ci-dessus de v, et remarquant qu’on a 


icosam(ia)dam(ia) _ dlogsinam(ia) _ dlog H (ia) dlog 9 (ia) 








sin am (ia) a da da da u 


on trouve 
(CdlogH(ia) AdlogY(ia)) 
(A—C)da (A—C)da ) 





n"—= + 


La quantit& g elant proporlionelle au sinamw, lorsqu’elle croit con- 
stamment de sa limite inferieure a sa limite superieure, l’argument 4, crois- 
sant indefiniment avec le temps, aura augmente de 2A, et, par suite, le temps 

1 h 
’— —u-f,, aura augmente de 
n | a 
valle du temps pendant lequel y, en croissant constamment, parvient d’une 





Or, on a ci-dessus appele 7' cet inter- 


limite a lautre; on aura donc 


DD 


>. 


n 


. = 





En augmentant # de 2K ou ? de T), la fonction O(uFia) ne change pas 
de valeur. done l’angle w deecroitra de Zn’ K — nn’T. Or, on a trouve 
egale a FT cette quantite de laquelle w decroit chaque fois que le temps 
augmente de T, %# etant la vitesse angulaire de la droite (x); on aura donc 

nG dlogHfla) nA dlog 9 (ia) 


en ru da A—C da 





Te . 








Des formules donnees ci-dessus, l’on deduit aisement les suivantes. 























I 4—C : cosam (ia) J am (ia) d log sin am (ia) 
—. -——+ am # 
n AC |; sin am (ia) en da 
I A—B k*sin am (ia) cos am (ia) dlog Jam (ia) 
—:— = +- ar » 
n AB kg ‚Iamia . da 
I B—C _ + cos am (ia) EL, dlog cosam (A — iu) 








n BC °  sinam (ia) Jam (ia) ER da 
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La premiere de ces formules donne, 











p dlog sin am (ia) ,- IT diog H (ia) He Bi dlog (ia) 
da A da Ü da 


d’ou l’on tire, apres quelques reductions faciles, les formules remarquables. 











I __ dloe 9 (ia) 
man nn Suter = 
7 A ”r da 
l —_ .. dlog9 (ia) 
Po un een 
? B ’n da 
l _ .. dlog H(ia) 
v_— — = = . 
C . da 


L’argument constant @ etant entre 0 ei K’, les quantiles, 


dlog 9 (ia) dlog H(ia) dlog A, (ia) dlog 9 (ia) 
da e da { da - da 














seront reelles et positives *). En vertu de celte remarque, on pourra conclure. 


2 l 
des formules precedentes, que pw est toujours contenu entre le plus grand et 


le plus petit moment, et que le moment moyen est toujours contenu entre 
Mi l 
T el Y' 
Posons 
v = v-+ Pit—t) = v-4nn(t—t,) = y-au, 
l’angle w’ sera une fonclion periodique de l’argument % ou du temps £, donnee 
par l’equalion , 








v— Eng Qt) _ 410g Out) 
2i >Olu—ia) 2 (u --ta) 

L’angle 7 etant exprime ainsi par un logarithme divise par l’unite ima- 
sginaire, le sine et le cosene de cet angle seront des fonclions algebriques 
de la quantit& qui se trouve sous le signe logarithmique. Les expressions du 
sine et cosine d’une integrale elliptique de la troisieme espece et au caractere 
trigonometrique, telle qu’elle sert ä exprimer l’angle w', seront done plus 
simples que celle de l’integrale meme. Or ce ne sont presque jamais les angles 
eux memes, mais leurs sines et cosines, dont on fait usage dans les calculs 
analytiques. En passant de l’expression logarithmique, de l’integrale, aux ex- 





*) C'est ce qui est clair par rapport a la troisieme et la quatricme de ces quantiles; par rap- 
port a la premiere, on le demontre en developpant O(ia) en produit infini, el par rapport ä la 


3 9 dlog // (ra) 7 dlog %(ia') 
deuxieme, en la ramenant ä la premiere par la formule, u "ui: ° Amar © sank 
(dd a 
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pressions de son sine et cosine, on aura donc reuni le double avantage, 
d’avoir des expressions algebriques, et d’avoir les expressions des quantites 
mömes qui entrent dans le calcul. C’est ainsi qu’on franchit veritablement 
la barriere devant laquelle on a coutume de s’arräter dans les cas nombreux 
ou l’on parvient ä ramener un angle a une integrale elliptigque de la troi- 
sieme espece. On verra, de plus, dans la question que l’on traite ici, et 
dans beaucoup d’autres, que, le sine et cosine de l’integrale se trouvant 
divises par un radical, ce radical s’en ira dans le cours du calcul, a l’aide 
d’un facteur par lequel ces m@mes sine et cosine seront multiplies; de sorte que 
l’on parviendra, finalement, a des expressions fraclionnaires rationnelles et qui 
ont une maniere d’etre parfaitement analogue ä celle des fonctions elliptiques. 
sinam. cosam, Jam; seulement les arguments des numerateurs de ces frac- 
tions dilfereront avec celui de leur denominateur d’une quantit& constante qui 
pourrait &tre queleconque, pendant que, dans les expressions des fonctions 
elliptiques €lementaires, sinam, cosam, Jam, les differences des arguments 
du numerateur et du d&nominateur, ont des valeurs constantes particulieres, 
savoir celles des demi-indices, 2X’, K-:K’ ou K. 

Voiei a present les calculs memes qu’il reste ä faire pour achever la 
solution du probleme mecanique propose. 

De la valeur donnee ci-dessus, de l’angle w', on tire 
/Ol(utia) __ Olut ia) 
utia) yN ° 








ev — V 
ou l’on a pose 
O9(u-+ia)O(u—ia) = N. 


On aura done 
9 (u+ia) + O(u— ia) 








cosy' — a/N 

: (ut ia) — 9(u— ia) 

N Fe ® 
zeny — ZiyN 


Les formules par lesquelles on a ci-dessus rappel& les variables p, y, r, 
aux fonctions elliptiques, donnent, 











r a 1 / AU— Ch) 
a = —sin’sinpg — — 17 Vz am 
Zn 7 . 
P" = —sin9cosp — 7 y ae -sin am U 
' ce 
Y — cos 4 nn +1 / CAh . - Jamu. 


a A = 
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Ramenons, dans ces formules, les facteurs constants, aux fonctions ellip- 
(iques ä l’argument imaginaire ?«. 

On aura d’abord, d’apres les formules par lesquelles on a introduit le 
module A et les fonctions ellipliques de ?a, 


C(Ah—) ) . 
— —lang’am (2a): 
































puis. 
(A—B)\Ü—Ch) R 
(B—-C)(Ak—l) 2 
B(A—C) __ I” am(ia) 
CA—B k?sin’am («) 
AB—C) __ E 
Fa k?sin’am (ia) ° 
et, par suite. 
BW—Ch) _ tang’am(ia) I’am(ia) I” am (ta) 
BER sin?am (ia) .c08”am (ie) 
AUP—Ch) __  tang’am(ia) . | 
(A—C)P 7 sin?am(ia) 7 .005”am (ia) 


On aura donc les valeurs suivantes, des cosinus des angles que les axes prin- 
cipaux du mobile font avec la perpendiculaire au plan invariable, 


cos am u 











Al ° fi . 
e = —sınYsıno = — - 
F cos am (i«) 
’ AI am (ia) sin am u 
P" = —sindcosp = an 
sinam(ia) dam u 
Y“ — cos 4 m “ ‚sin am (ta) 2 


’cos am (ia) 

En y substiluant les formules, 

1 Hu u 1 Ha) 
Yk 9, > mama) = TE Gla) 





sinama — 








cos am % NA 1a) jk H,(a) 
a a } k ia) 
G u ‚6 (ia) 





damu — yk Aam(ia) = yk' —— 


u’ ia) ° 


ces valeurs se changent dans celles-ci. 











(ia) H u 
" — _—-sind io — — s 
0 SINWF COS 4, (ia) Ou 
on in ( 9 (ia) u 
PP = — sind c0Sp H (ia) Yu 
‚(@ 

! | / . 

u A Hia)9,u 


— ;H, (ia) Qu 
Creile’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 4. 42 
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On deduit des formules precedentes, 


in29 cos’am «+ J*am (ia) sin’am « 1— k”sin?am (ia) sin”am « 
he) 2 ' —— © . > . 
cos’am (ia) cos’am (ia) 








Or on a la formule suivante, qui est d’un grand usage dans l’analyse des 
fonctions elliptiques (Fund. p. 154. III), 


I°(0) (u + ia) 9 (u — ia) 9*°(0).N ie a 
; | | — ———-_ — 1— k’sin’am(? ’am u; 
(ta) u I° (ia) Hu v. (2a) sin’am 4; 








laquelle &tant substituce dans l’@quation pr&cedente, donnera 


O(O)yN 1 








Bi I BE - . . 
sın u 9 (ia) 9u cosam (ia) 
Vu 
H (0).yN 
Ä Zu 1 . 
sind — H (ia) 9u 


On tire de cette formule et des valeurs donnees ci-dessus, de cosw el 


» ! 
de sinw, 








cosy' — Sutter 
+siny' —= nn Zu, 


les valeurs des cosinus des angles que l’axe des 2’ fait avec les droites (x) 
et (y), mobiles dans le plan invariable, 
A (0) {9 (u+ia)— (u — ia)\ 








u Sr Ay - „' 

yz= sudsny = +H IH (0) Ou 

a, ri H (0) | (utia +9 lu—ia)) 
y = sindcosw — 3H (a) On i 


formules rationnelles et dans lesquelles le radical, Y\N, par lequel sont divisees 
les valeurs de cosw' et de sin’, s’en est alle par la multiplication faite avec 
le facteur sin’. 

En divisant par la valeur de sin‘ les equations donnees ci-dessus, 


9 (ia) AH, u 9 (ia) Hu 
H,(ia) Qu ° H (ia) 9u " 








sin’sing — sin#cosp — 


on trouvera les valeurs suivantes, de sinp et cosy, 


9 (ia) H,u ine 9 (ia) Hu 
H0).yN’ PP ——a0YN’ 





sing = 





dans lesquelles on retrouve le radical, y\. 
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On vient d’exprimer par les fonctions elliptiques, les valeurs des eeny 
coefficients. 
or hy rt 
Quant aux yuwalre restants, ils sont donnes par les angles y, 4, w, au 


moyen des formules, 
16 


\ 


c0S I sin p sin w' -+ cos cos 


a — cos#sin cos’ — cos sin ıy' 
BP = 0084 c0sg sin y’ — sin p cos ıy' 
P' = cos#cosgpcosw'-- sin p sin y', 


En substituant dans ces expressions, les valeurs qu’on a trouvees, de 
cos%, sinp, CO0SY, sinw, cosw, 
on voit tout d’abord, qu’encore dans les valeurs de «, /, «', P', s’en va le ra- 
dical YN. Mais pour avoir les expressions les plus simples de ces coefficients, 
il faudra passer par quelques transformations et appeler a l’aide, les formules 
de l’addition des fonctions elliptiques. 
En effet, en substituant dans les deux formules d’addition. 


cosam (ia) cosam « + sinam (ia) Jam (ia) sin am « Jamu 
1— k’sin’am (ia) sin’am u 





cosam (u +?4) — 


cos am (a) A am(ia) sinam «+ sin am (ia) cosam u damu 
1— ki” sin’ am (ia) sin’am u 





| 


sin am (u + 2a) 


les formules trouvees ci-dessus , 


cos am (%) 











2 = sin:#+sin« 
cos am (2a) F 
Jam (ia)sinam u s 
0) = — sin#cosg 
cos am (2a) 
sin am (ia) Jam u . 
(va) . — +2c05% 
cos am (2a) 
1 — k”sin” am (ia) sin?am u Br 
(u) — sın 3 





cos”am (ia) 
on parvient aux formules importantes, 


a sinp—+LCcosFcosg 
cosam (uU +24) —= er Y 





— c0spTicos#sinp 
sin’ 


On substituera aux signes ambigus +, dans les deux membres de chacune de ces 
42 * 





sinam (+24) = 
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.’ 


deux equations, ou le m&eme signe ou des signes opposes, selon que BR— 
est positil on negalil. 
Introduisons a present dans les valeurs donn6es ci-dessus de «a, «', 5, P', 


au lieu de cosw' et sinw', les exponentielles, on aura. 


20 -2cos$ sing — cosp)e” -—- (tcosYsinp-- cosp)er'?" 
2a cos sing —+2cosp)e”"—- (cos Fsinp —2cosy)e”"" 
2P (—2005Icosp— singy)e'f — (?cosFcosp — sin p)e" 
23 — cos + cosp —esinp)e” — (cosFcosp—rsingp)e””, 


d’ou Von tire, en substituant les valeurs qu’on vient de trouver, de sinam u +?a) 


et cosam (a +24 


— sinde”” sinam (u + 2a) — sinde”'""sin am (u F 2a) 


2a — isin de” sin am (u + 2a) + ?sinde”"sinam (u F :@) 
25 — sin de” cosam (u +20) — sinYde”'? cosam(u F?a) 
29’ — — sine” cosam (u + 2a) + 2sinde7'”"cosam (u Fin). 





‚,  . #,(0) O(u-tia) 

_ H (ta) Yu 

A 0)Ol(uF ia) 
HA (va) Yu ’ 


sin de” 





sin Fe?” 


et les formules eilipliques, 


H,O) Olu+ia)cosam(uti?a) = O(0)H, (uria 
FH, (O)O9(u+ia)sinam(u+?a) = 9,(0)H(u-+ia). 


En substituant ces @quations dans les expressions precedentes de «o, «, %, 7), 
on parvient, finalement, aux expressions suivantes de ces coefficients: 
9, (0) Alu -+ia)+ H(u—ia)) 

24H (ia) Ou 


LL 9 (0) H(u-tia) —H (u —ia))} 
| i ZH, (va) Ou 





dÜ 





(O0), (u+ia)+H, (u —ia)) 
Pr Fe 2 1 (ia) Ou 
un 90) 1H, (w+ia)— H,(u—ia)) 
din 2{H (ia) Qu 








On a exprime, dans ce qui precede, les cosinus des angles que 
les trois axes prineipaux du corps font avec les droites (x) et (y), ou les 
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wo 
mn 
= m 
Br 





quanliles. 
E> ! 11 ! 
er. Pre 7 DR Pe Ge 


par des fraclions qui ont toutes le m&me denominaleur ei dont les numerateurs, 
absiraction faite des facteurs constants qui ne sont que fonclions du module, 
sont formes, respeclivement, a laide des trois fonelions @, #/, /1,, d’une 
maniere parfailement analogue. On pourrait desirer, pour rendre complet le 
systeme de ces formules, de voir paraitre encore, dans celte Iheorie, les frac- 
tions analogues dont les numerateurs sont formes a Faide de la quatrieme 
fonetion. ©,. De pareilles Iractions ne se sont pas trouvees parmi les valeur: 


an m 
I 5 / 


axes principaux font avec le troisieme axe de coordonnees. celui des z: mais 


des trois autres quanliles, «, ‚ ou des cosinus des angles que les 
de telles expressions se pr&senteront, en cherchant les vitesses de rotation du 
corps aulour des droiles (x) ei (y), ou les produits de la vitesse de rotation 
autour de l’axe instanlane, avec les cosinus des angles que cet axe fail avec 
ces memes droites, la vilesse de rolalion aulour de l’axe des x elant. comme 


on saitl, une conslanle, 
h 


I 
On pourra parvenir a ces expressions de plusieurs manieres differentes, et en 
faisant usage de telle ou telle formule d’addition des fonetions elliptiques. 
L’analyse suivante qui peut-etre n’est ni la plus courte ni la plus symötrique, 
a paru pourtant celle qui s’oflre le plus naturellement. 


Determination des vitesses de rotation du corps autour des axes des r et y. 


Designons les vilesses de rotation du corps, aulour des droites (x) et (y) 
mobiles elles m&mes dans le plan invariable, par » et v’, on aura 
0 = pt Byte 
! 


= ap+ Pg+rr, 


ou 








Lu aa" PP" yy" 
= 17 Late 6; 5) 
TAB: Bla i Bo" y'y" 
= TH) 
Eliminons les valeurs de yy” et de y'y" au moyen des &quations. 
ao” + ß/ eh yy" FE 
aa" + BB" yiy"' By 
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il viendra. 





1 4 2-5 »ı B— or 
 — 7 g— eu 7 PP 


Ir A—( B—C „u 
v=7 an u -B'B")- 





En substituant la formule, 








I am(ia) —= I 
ei en posanl 
ae (B—6C)l 
| bc ° 


ces expressions se changeront dans celles-ci, 


v — u(J am (ia) aa -—- PP") 
v — u( JS am (ta) ae” + PP"). 
Au lieu de considerer a part les quantites © et v’, nous allons cherche: 
la valeur de 

vH+tW, 
ou l’on prendra encore le signe + ou —, selon que BA—T est positif ou 
negatif. Pour cet effet, je remarque qu’en mettant 

m — H,(ta) Ou, 


l’on tire des valeurs trouveces ci-dessus de «, «, %, P’ les deux formules 
suivantes, 


! 


m(a +20) — 0,(0)H (u — ia) 
m(PB +:P') — 0(0)H,(u— ta). 

Ces equations etant substituees dans la valeur de 
vtw — 


| 


uff am(?a)(a tie)e"—(PHtep)P"}, 
on aura, 
A — v+iv) — 9,(0) Sam (ia) H(u — ia)«" + (0) H, (u — ia) pP". 
Substituant les valeurs, 





Pr cos am «u 
a —=— 
cos am (2«) 
au _ A am (ia) sin am « 
/ -_—— 





cosam (2a) 
et faisant usage des formules, 


9,0) H(u— a) — 


H,(0) 9(u— 2a). sin am (u — 2a) 
9(0)H,(u— ia) = H,(0)O(u — 2a).cosam (u — 2a), 
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on trouvera 
__ mcosam (ta) v-t iv 
adam(ia) H,(0) Ya —ia) 


— sin am u cos am (u — 2a) — A am (ia) cosam u sin am (u — ia), 





Or d’apres une formule d’addition que l’on deduit aisement des formules con- 
nues, on a 
sinam u cosam (u — 24) — Jam (ia) cos am usinam (u — ia) 
— sin am (2a) Jam (u — 2a), 
d’ou Fon tire, 
m cos am (i«) vtiv 


4 u Jam (ta) ö H,0, O(u— ia) — sinam (2a) Jam (u — 2a). 





Remarquons qu’on a, 


sinam(ia) Jam(ia) = nn 
cosam (ia) Se; A(B—() ’ 











et, par suite, multipliant par u et u la valeur de u et celle donnee 


ci-dessus du facteur rn, 
u sinam (ia) Jam (ia) .,/(B—C)(Ah—P) : 
- — 6% = 
cosam (i«) 








ABC 
Remarquons, de plus, qu’on a 
H,(0) = v (u — ta) Jam (u — ia) —= yk'.O,(u — ia). 





il viendra, 
/2AWK 07 (m—ia) 


ar" 
Re u ı H (ie) 0u 
Changeant ? en —2, on aura de mäme, 
hun 9, (utia) 
= mn 
u ' Y H (ta) u 
Donc, les vitesses de rotation autour des droites mobiles (x) et (y) «que l’on 


a choisies pour axes des x et y, deviendront, 
fi9, (u— ia) — 9 (u+ ia)! 














een 2:{H (ia) Ou 
v—% fi9 (u—ia)+9 (u+ia)} 
2H (ia) Ou . 
ou l’on a pose 
‚/2kW"K i 
[n I —= nH'0), 





en designant par F'(0) la valeur de pour «—=0 (Fund. $. 61.) 
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kemarquons que parloul ou enirent dans les resultats trouves les signes 
ambigus + et +, on peut sen passer et les remplacer par le signe superieur, 
n ayanl soin de donner aux axes des 2’ ei des y les direclions oppos6es 
quand BAR<ZU. Üest ce qui resulte des formules primitives desquelles on esi 
parli el peut servir a verilier ces signes dans les valeurs que l’on a trouv6es 
des cosinus des angles que les axes principaux et l’axe instantane font avec 
les axes des 2, y, 2 

Le quarre de la vitesse de rotalion autour de l’axe instantane est la 
somme des quarres de celles autour de trois axes reclangulaires quelconques. 
En prenanl pour ces axes ceux des &, y', 2’ ou des x, y, z, on aura l’&quation 


| > 7 „) ! » | st 


P+y+r=v+t"+T: 





laquelle peut servir a verilier les valeurs trouvees de v et v'. C'est ce que 
nous allons faire de la maniere suivante. 
>es equations (9.), 
PP — Ch— B(B—C)g’ 














ll A(A—(C) 
22 Ch—F— B(A—B)g’ 
AA-D .- 
ı sensui 
aut _# L (Ah - Pr — Ch) — (A B)(B- C)q 
PTI mn ACER 
ei comme on Aa. 
7 Zinn ee 
I B(IB—(C)" e RE ABC u 
il viendra 
I r.-— | a £ 
P+/tt— Fr = GE ad -(B(Ah— 1) — (A — BT sin’am w) 


Bi" — Ch) Bi (A— By — Ch) 
(B—C)V (B—C)\(An—V) 





sin’am u). 


et comme on a de plus, 











(4A— BD) — Ch) 4A” am (ia) B(Ü®— Ch) 
ı nen y 2 > > . en y P ® 
(B—U)\(Akh—V) cos” am (ia) (B—C)l 
il resultera 
2 ? 2 h’ > A” am (14) > BR / \ 
Petr = HM — — Ksintam(u)). 
. ! cos’am(ıa) ’ 


D’auire cöte. on trouve successivement. 
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9, (u+ ia) 9, (u—ia) 

















2 | „2 
er. FT a) Ou 
? H(u-+tia) 9(u—ia) . y . 
— E nn - Jam (u -- 2a) Jam (u — 2a) 
'2 4? N 2% 0.09 . .n . ä 
ze Mm 90) rem (1— A’ sin’am (24) sin’ am «) A am (u + za) Jam (u — ia) 
z f’(A” am (ia) — k* cos” am (ia) sin”am «) *) 
kk' 9? (0) cos’ am (ia) ’ 
donc 
. A” am (ia) - 
2 Mn Re 
"vo? — 3 k" sin’ am u) 


P+4g+r— Hz, 


\ 


ce qu’il fallait demontrer. 
Au lieu de faire tourner les droites (x) et (y) dans le plan invariable 


autour du point fixe avec la vitesse angulaire 7, on peut donner ce mou- 
vement de rotation au plan invariable m&me. La vitesse de rotation du corps, 


. h 
parallele a ce meme plan, etant 7, on aura 


h 
Ti 


pour la vitesse relative de la rotation du corps parallele au plan invariable, ce 
dernier de son cöte &tant suppose tournoyer autour du point fixe avec la vitesse 


' h ’ a 
angulaire 7. Cette vitesse relative, 7 F, peut ölre exprimee au moyen des 


fonctions ©, d’une maniere remarquable. 
Pour trouver cette expression, on partira de la formule 


Sm (A—-C)% 
cos’am (24) — AP-0N’ 





d’ou l’on tire 








h_,] x Eu Ey 
i 7" "NtC  4Ccos?am (ia) 
Or on a trouve ci-dessus la formule, 
LE + icos am (ia) Jam (ia) 
a WERNE sin am (i6) e 


d’ou. suit 





*) Fund. N. pag. 33. 1. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 4. 43 
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(A—C)l u 206 in J am (ia) 
ACcos’am(ia) __sinam(ia)cosam(i«) 
ei dlogtgam (ia) Bi + or He) 4 un 2 uk 
da da da 
Ajoutons a cette equation la suivante a laquelle on est parvenu au m&eme 
endroit. 
I _ _, dlog H(ia) 
P— ra 2 . 
on aura 
h — „ dlog H, (ia) 
Don nn mm 1 . 
. l ad da 
On voit par cette formule et par les valeurs donnees ci-dessus des quantites 
Y— =: v’— . 1 que les quatre quantites, 
u wi u Dal 
reg r—7: rf—7; FT, 


forment un systeme de quantit@s analogues entre elles, leurs valeurs etant 
exprimees, respeclivement, par les produits de Fr avec les differentielles 
logarithmiques des quatre fonctions 


(ia), ©,(ia), Hf(ia), H,(ta). 


Tableau de formules d’addition des fonctions elliptiques. 


La formule d’addition dont on s’est servi dans l’article pr&ecedent, fait partie 
d’un systeme de seize formules semblables que l’on peut aisement deduire des 
formules connues ou les unes des autres et que je veux presenter ici dans 
un meme tableau. Soit pose, 

am(a)—=e, am(b)=P, am(a-+-b)=o, 
ces seize formules qui sont autant d’&quations entre les fonctions sine, cosine 
et 4 des amplitudes, «, ?, o, peuvent &etre distribuees dans quatre systemes 
dont trois embrassent les equations dans lesquelles entrent deux des quantites, 
sino, c0s0, ‚Jo, et le quatrieme les &quations dans lesquelles entrent toutes 
ces quantites ä la fois. On remarquera que les differents termes de ces equa- 
tions sont composes de maniere que l’on ne trouve jamais la m&me amplitude 
dans deux facteurs du m&me terme. La formule d’addition dont on a fait usage 
dans l’artiele precedent, s’obtient de la derniere formule du tableau, en posant 


e—=am(u), P=—aml(a), 0 = am(u —ia). 

















26. C.G.J. Jacobi, sur la rotation d’un corps. 325 


[am(a) = «, am(b) =, am(a-+b) = 0]. 
1) Ja AP Io—k’cosacosßcoso — k” 


2) do + k’ sina sin dcoso — da IP 
3) cos@acosßdJo— Ja APcoso — k"sina sin ß 
4) sine sin? do -+ c0680 — cosacos 
9) 4 40-+k’cosasinPsno = Ju 
6) | Iado-+ksinacosßsno = AP 
7) — sinacosß I0-- IJasino —= cosasin 
8) — cosasin$ I0-- 4Psino = sin«acosf 
9) cosßcoso+ JesinPsino = cos« 
10) COS C0S0 + IJPsinesino = cosß 
11) Ja sinPcoso — cos Psino —= —sin« 1ß 
12) AP sinacoso — cosesino —= —sinß Ja 
13) JacosPcoso — k”"sinAsino = coseJßAo 
14) APcosacoso + k"sinaesino = cosfdado 
15) sin?coso— JacosPsino —= — sin«aJo 
16) sin@acoso— JPcosasino —= — sin$ Jo 





Dans les quatre premieres de ces formules on peut @changer entre elles 
les amplitudes « et A; par le mäme changement, les autres formules, deux 
a deux, se changeront l’une dans l’autre. Mais on peut aussi echanger entre 
elles les amplitudes « et o, si l’on change en meme temps 5 en —P. Ü’est 
ce qui suit de ce que par le changement de «a en a+b et deden —b, 
a--b se change reciproquement en «. 

La formule (4.) qui long-temps a ei& la seule connue de celles du 
tableau precedent, a donne lieu a la celebre construction de Lagrange, laquelle 
fait voir qu’a chaque formule de trigonometrie spherique repond une formule 
d’addition des fonctions elliptiques, et reciproquement. En effet, d’apres cette 
construction, on peut supposer que «, P, o, soient les cötes d’un triangle 
spherique dont les angles, «', ß', 0’, respectivement opposes ä ces cötes, sont 
donnes par les @quations, 

sine —ksino, sinß'=ksinß, sino’ = ksino 
cose — Ja, cosf—=4AP, cos 0’ — — Jo. 
43 * 


ee ee 
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Or. comme dans chaque formule de trigonometrie spherique, on peut echanger 
entre eux les trois cötes du triangle, en faisant le m&me echange entre les angles 
opposes, il suit que dans chaque formule d’addition des fonctions elliptiques, 
ou dans chaque &quation entre les amplitudes «, Pf, o, on peut &changer 
entre elles ces trois amplitudes, en ayant soin toutefois de prendre Jo avec 
le signe —. de maniere qu’en permutant «@, P, © d’une maniere quelconque, 
on doit permuter entre elles de la m&me maniere, les quanlites, sin«, sin, 
sino; cos«, cosß, coso; Ja, AP, — Jo. Ü’est ce qu’on peut deduire aussi 
de la theorie des fonctions elliptiques, en remarquant que si l’on change a en 
2K+ UK’ —a—b, les quantites sin«, cos«, Ja sont changees respeclivement 
en sino, c0so, — Jo, et T&ciproquement. 

D’apres les remarques precedentes, les seize formules du tableau peuvent 
eire ramendes a eing d’enire elles, par exemple aux &@quations (1 — 4.) 
et (7.). desquelles on deduira les autres par de simples echanges de lettres et 
des changements de signes. La formule (1.) est unique en son genre; de 
chacune des formules (2, 3, 4.) on tire, par ces changements, trois formules du 
tableau, et de la formule (7.), les six autres. Mais on peut, de plus, reduire 
ces eing formules et, par suite, toutes les seize, a une quelconque d’entre 
elles, au moyen des remarques suivanltes. 

Et d’abord, en divisant les formules (1 et 3.) par /«4P et en chan- 
geant a, db, a+-b en K—a, K—b, 2K—a— b, l’on obtient respectivement 
les formules (2 et 4.). Il suffira done, pour pouvoir deduire toutes les quatre 
formules (1 — 4.) d’une d’entre elles, de deduire l’une des formules (1 et 3.) 
d’une des formules (2 et 4.). 

Pour cet effet, on remarquera qu’en changeant % en :w, et en meme 
temps le module % dans son complement X’, les fonclions sinamw, cosamu, 
Samu seront changees respectivement dans 


’sinam u 1 Aamu 


cosamu ° cosamu ” cosamu 








D’ou suit qu’en multipliant la formule (2.) par cos«@cosfcoso, et changeant 
les quanliles a, b, a--b, k en :a, ib, ia-+:b, A, l’on obtiendra la for- 
mule (3.). 

Il ne restera done qu’a faire voir comment on peut deduire encore la 
formule (7.) d’une des formules (1— 4.). On peut se servir, pour cet effet, 
d’une proposilion qui se fonde sur la remarque importante et utile dans beau- 
coup d’autres occasions, qu'en changeant qg en —y dans les expressions, 
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Watt) _ 























1+29+24'+.. 

1—29+24'—.. 7A 

1+29+24'+.. rn 
1+2g4+2g°+.. sine—g’snd3etg’sindr—.. & 2K.ıx 
Itg’Lg’t.. 1—2gcos2xt2gtcosäg—.. nam 
1— 29 +29'—.. cose+g’cosdetgtcosdrt.. BEN 2Kı 
1+g’+g°+.. 1—2geos2r +2gtcosdr—.. ie 
1—29+29°— .. 1+2geos2r +2gtcosdr+.. __ lie 2Ku 
1+24+29'+.. I—R2gceosdr +2y'cosdr—.. j n 


r- 


. ’ 2 . 2Kx 2Kxr Kx 7 
les quanlites k’, k”, sinam „ cosam „ Aam —— „ seront changees 
st gt gt j 


4 








respectivement dans les suivanles, 




















’ x 2Kx 
k'sinam cos am 
k” 1 st rı 1 
KM’ mM 2kKr ° 2Kx 2Kx ’ 
Jam Jam Aam 








zT 


et que si dans ces expressions on change a la fos gen —yetxzen 
In— x, les memes quanlites seront changees, respectivement, dans 
h? 1 2Kr 2Kx <Kx 


ET y — cosam l 
k?? 1°? > st 











1 
N 7, Jam 


Dans une &quation quelconque entre les fonctions elliptiques des argu- 
ments a, d, a-+b5, mettons respectivement —a, K—b, K—a—b au lieu 


de a, b, a-;-b, et considerant les quantites qui entrent dans cette quation 


. za nb 
comme des fonctions de g, 3K’ Zg, changeons dans ces fonctions le signe 





de q, on aura, en profitant de la remarque precedente, la proposition, que 
dans les formules d’addition ou dans les equations entre les amplitudes 
a —= am(a), P = am(b), o — am/a-b), 
el est permis de mettre respeclivement au lieu des quantites 
RK, k”, sino, cosa, Ja, 
sind, cosß, 4P, sino, coso, Jo 


les quantıtes 
h”? 1 k'sin @ cos« 1 


a da ’ Aa’ Aa’ 





up 1 h 1 
cos, sinß, 7r4IBß; coso, sino, —- Jo. 


A 
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Au moyen de cette proposition, l’on obtiendra tout de suite la for- 
mule (7.) de la formule (4.) multipliee par fa. On aura donc deduit de la 
formule (1.) la formule (2.), en changeant « et ben K—aet K—b; de 
la formule (2.) la formule (3.), en multipliant les arguments par 2 et en chan- 
geant Ak en A’; de la formule (3.) la formule (4.), en changeant encore a et 
ben K—aet K—Öb; enfin de la formule (4.) la formule (7.), en chan- 
geant a en —a, b en K—Ö, et en imaginant que dans les developpements 
des fonctions elliptiques el du module, on ait change 4 en —g. On obtiendra 
ensuite, de ces cing formules, les onze autres formules du tableau, en echan- 
geant entre eux a et d, ou en changeant « et d en u+b et —b. 


Les projections sur le plan invariable de l’axe des 2’ et de l’axe instantane, de möme 
que celles des axes des x’ et des y’, sont accouplees l’une ä l’autre de maniere que 
deux projections accouplees ont le m&äme mouvement moyen et que l’une d’elles 
est donnee par la position que l’autre a avant ou apres le temps #T. 


Soient respeclivement 


4 


’ ’ Br 

V, WW, Un; I; , 
les angles que les interseclions avec le plan invariable, du plan des «', y', 
du plan des y’, z’, du plan des 2’, ©’ et du plan instantane de rotation *), 
font avec l’axe mobile des & ou la droite (x). Ces angles sont respectivement 
„ ' 
, T,Yy 
et de l’axe instantane, font avec l’axe mobile des y ou la droite (y). Les 


egaux A ceux que les projections sur le plan invariable, des axes des 2’ 


quantites, 
® 
eo P, 9 — 
Pr 7 w? 


etant respeclivement les cosinus des angles que les axes principaux et l’axe 
instantane font avec l’axe des X, et les quanlites 
! 
' ' ' ® 
ci ns —, 
Be STR ww’ 


les cosinus des angles que ces m&emes axes font avec l’axe des y, on a 


Y ' and 
to Tu =—— te ww. === — 
s y' ’ > 2 a! 

: ’ ® ' P 
gv, = „7° gy, = e? 





*) C'est ainsi qu’on nomme le plan perpendiculaire a l’axe instantane de rotalion; on 
nommera plus bas, avec M. Poisson, ww la vitesse de rotation du corps autour de l’axe 
| L 
ınstantane. 
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d’oü l’on tire les expressions suivantes, des quatre angles memes, 











1 y'+iy 1 a' iu 
' ' 
V = 957 log Fr MY = 5 log Ei 
1 vo! + iv 1 '+iB 
' ee — m ' —— diene ee A 
Miu Üi log u" — iv < 2; log ß' id 


En substituant dans ces expressions les valeurs trouvees ci-dessus, des quan- 
titös &, ß, etc., on aura les equalions, 

















ieh 1 9 (u-ia) 
di +zrlos (u — ia) 

a zZ - Hiu-+ia) __ 1 Hfia-+u) 
—ıt Zi log Hu—ia) +77 H(ia— u) 

_ 2 1,.._ Alurie __ H (u+ia) 
» =ı &i log H(w—ia) Inn” a 


5 52 1 9 (u-tia) 
—_ tan‘ 


dont la premiere est la m&me que celle que l’on a pris pour point de deparl 





dans les recherches anterieures. 
Les quantites logarithmiques, 


O(u-+tia) O (ut ia) 
log 9 (u—ia) ’ 08 9 (u-+ia) ’ 


peuvent etre developpees dans des series convergentes, suivant les cosinus el 








sinus des multiples de l’angle 
au 
K 

Il suit de la, que les angles w’ et w,' sont des fonctions du temps perzodiques. 

Mais la meme chose n’a pas lieu par rapport aux quantites logarithmiques, 


H (ia-+ u) H (u-+ia) 
log Hiia— u) ’ H (u — ia)’ 


dont les developpements contiendront chacun un terme proporlionel au temps, 
en dehors des signes sinus ou cosinus. On peut separer ces termes de la partie 
periodique, en se servant des formules, (Fund. $. 61.), 


(K'—2iu) 
e Hwu-+iK') =. * Ou 
n( K'—2iu) 
H(wu-iK')) = e “* Owu, 
lesquelles peuvent ötre deduites l’une de l’autre en changeant ven K—u el 
i en —i. En effet, on tire de ces formules en posant, comme ci-dessus, 


a—K'—d, 


2 
— — d—h). 
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1 Hia—u) __ nu 1 I(u-tia) 
25 Hia+u) 2K Tr 2i lg nm) 
1 „Hlu—ia) w au 1 a 9, (M—ia') 
SS Hut)  2K U Oo (utiea) 


— le systeme suivant de quatre 


equations dans lesquelles les seconds membres sont des fonctions du temps 


u 
On aura donc, en remplagant ag Par 


periodiques. 
1 Iku-+ia) 




















+Y a 3; 108 9 (u—ia) 
Br a(t—1,) Anal 1 9(u-+ia') 
ce T a 2; 108 (u — ia) 
y, at—t) _,ı___ ER I (u —ia') 
man. Br a 2i 7 O9 (u+ia) 
Typs! Be 1 Ai 9 (u—ia) 
ut. kg vo 9 (ut ia) 


A cause de la multiplieit& des valeurs des logarithmes, il est permis 
d’ajouter aux valeurs pr&cedentes la quantite +7. Il faut donc examiner si, 
pour 2==4, ou @—=0, les seconds membres des @quations precedentes, ont 
les valeurs O ou +7. Pour cet effet, on remarquera que les neuf quantites 
a, P, etc., et les quantites v, v', ©”, qui sont suffisantes et necessaires pour 
determiner les directions des axes principaux et de l’axe instantane, ont pour 
— ft, ou @—(, les valeurs suivantes, 





ea = ®@M, P=—l, y-= 0 
« — +snama,k), = 0, y—= cosam(a,k) 
ae — — cosam(,k),, = 0, y'= +sinam(a, k') 
v—=0, vVv=Fn V-Iam(a, su . 
ou les quantites, 
/2K h 


sinam(a,k), cosam(a,k), Jam(a,k'), U: 7? 
J 


sont positives el ou l’on a nomme v” la vitesse de la rotation autour de l’axe 
des 3. On conclut de ces valeurs, par de simples considerations geometriques, 
que, pour = 4,, l’on doit avoir, lorsue BA >T., 

w =(, yv = 0, Wn = —ın, 7 
et lorsue BA<T, 


| 


T, 


uw’ — 0, w. miese: TU, Wy nenn —4ın, w; ee 0. 
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Il faudra done ajouter la demi-circonference du cercle, dans le second cas ä la 
valeur de ,' et dans le premier cas ä la valeur de w,‘. Donc, si l’on designe 
par ı, et 71, des quanliles telles que l’on a 


— 0, nn, im >P 8 





21, = N, I = 0, si Bh 5 
et que l’on ajoute respeclivement aux valeurs de w,' et ;' les quantites n, et n,. 
on ne doit pas ajouter de terme constant aux developpements des fonctions loga- 
rithmiques par lesquelles on a exprim& precedemment les angles y', w,', w.', y. 
On a determine liintersection du plan des x’, y’ avec le plan invariable, 

ou par l’angle w qu’elle fait avec la droite fixe dans ce plan, ou par l’angle 
w' quelle fait avec la droite (x) mobile dans le meme plan, les deux angles 
etant lies entre eux par l’equalion 

v — y-+ Pl —1,). 
Les angles w,', w,', ı, etant ceux qu’avec la droite (.) font les intersections 
du plan invariable avec le plan des y', 2’, celui des x’, 2’ et le plan instantane 
de rotation, nommons respeclivemenl 

Win Way W355 

les angles que ces mämes interseclions font avec la droite fixe dans le plan 
invariable, on aura de meme, 

yv, = vı+ Plt— tb) 

pr = u Pi—b) 


| 


yo = y; + Pe — I). 
Donc, etant pose, 

Y, = Fr+ 
on aura les equations, 


v-+#P(t—1,) 





| 
+ 


Hurtia) 
SG m—ia) TER 
9 lu—iad) | 
&i 9 (uFia) u 


Edi ac 9 (u—ia) , 
nr) = Ft 





, 2.0 
v, + P(t—1t,) BARON: +77;10 





nr P(t— 1) = +t 





Supposons a present qu’une droite (2,) tourne uniformement avec la 
vitesse angulaire 7, autour du point fixe dans le plan invariable, dans le 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 4, 441 
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meme sens que (X), qui est oppose a celui dans lequel les angles w sont 
comptes. Supposons, de plus, que cette droite dans son mouvement de rotation 
soit avancee, d’un angle de 90°, par une droite (y,) tournant autour du point 
fixe avec la meme vitesse angulaire 7,. Il suit des formules precedentes que 
les interseclions des qualre plans avec le plan invariable, font des rotations 
oscillatoires, savoir 
1) lintersection du plan des x’, y’ autour de (x); 
2) celle du plan des y', =’ autour de (x,) ou autour de la droite opposee, 
selon ue Bh> ou <T; 
3) celle du plan des x’, 2’ autour de (y,); 
1) celle du plan instantane de rolation aulour de (x) ou autour de la 
droite opposee, selon que Bh< ou >T". 


On a suppose dans ce qui pr@cede que les directions des intersections 
des quatre plans, avec le plan invariable, coincident avec celles des projections, 
sur le plan invariable, des axes perpendiculaires a ces plans, apres avoir fait 
un tour de 90°, dans le sens convenu de leur rotation. Apres la meme rota- 
tion de 90°, les droites (x) et (x,) coincident avec les droites (y) et (y,), et 
les droiles (y) et (y,) avec les droites opposees a (x) et (X,). Les projections 
des quatre axes sur le plan invariable feront done des rotations osecillatoires. 

1) la projection de l’axe des 2’ autour de (y); 

2) celle de l’axe des x’ autour de (y,) ou autour de la droite oppos6e, 
selon que Bh > ou <E; 

3) celle de l’axe des y’ autour de la droite opposee ä (&,); 

4) celle de l’axe instantane autour de (y) ou de la droite opposee, selon 
que Bh< ou >". 


Augmentant 2 de 47, largument # augmentera de K, et, par suite, 
les fonctions 
H(utia), Hlurtiad) et O,(uria), O,(urtid) 
se changeront les unes dans les autres. Nommant donc 


0, 0, 0, ©;, 


les angles que les quatre projections font respeclivement avec les droites mobiles 
autour desquelles elles ont leur mouvement d’oscillation, et 


(0), (0), (02), (O3), 


les valeurs que ces me&mes angles ont apres un laps de temps egal au quart 
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de periode, 4T', on aura d’apres les @quations precedemment &tablies. 
©) = —-0, (0) = —0; 
(0) = —0, 0) = — 0. 

La position des droites (x), (#,), (y), (yı), el des droites opposces, esl 
connue pour chaque instant du temps, puisque ces droites tournent uniformömen!t 
aulour du point fixe dans le plan invariable avec des vitesses angulaires donnees. 
Il suffira done pour determiner, a un temps quelconque, les projections des qualre 
axes sur le plan invariable, de connailre, a ce m&me temps, les angles qu’elles 
font avec ces droites, autour desquelles elles font respeclivement leurs osecillations. 
L’on tire par suite des &quations pr&cedentes le theoreme, que si l’on connail 
a deux temps quelconques distants entre eux d’un quari de periode. 4 T\, les 
positions de la projection de l’axe des 2’, on connailra immediatement, les 
positions de la projection de l’axe instanlane aux me&mes temps et recipro- 
quement, ei que si l’on connait, a ces deux temps, les positions de la projection 
de l’un des axes des x’ et des y’, on connailra aux me&mes temps, les positions 
de la projection de l’autre. 


/ 


Des trois axes principaux, celui que l’on a pris pour l’axe des 2’, ne 
se couche jamais sur le plan invariable; c’est l’axe auquel se rapporte le plus 
petit moment, quand BA >[", ou le plus grand, quand BA<IU. et axe, 
comme on voit, est accouple en quelque sorle a l’axe instantane, de meme 
que les deux autres axes prineipaux, ceux des x’ et des y’, sont accouples 
l’un a l’autre. 

li conviendra d’appeler l’angle 


anit—t) _ au 


T ”“ 

fe mouvement moyen de la rotation oscillatorre du vorps, et les angles 
Pie— lu), P, ( Dal Lu) 

les mouvements moyens de la rolation progressive des projections des quatre 





axes sur le plan invariable. ÜCeci convenu, on voil, par ce qui precede, que 
les projections sur le plan invariable de deux axwes accouples, ont le meme 
mouvement moyen et que lon connurl immedialement a un temps donne 
la projection sur le plan invariable de Uun des axes d'un meme couple, 


st lon connait la projeclion de lautre avant ou apres un quarti de pe- 
riode, 4+T. On voit, de plus, par l’equation 


P, (t v. L,) m. Pt og L,) +7 (t —L,), 


44 * 
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yue les mouvements moyens des projections des deux couples different lun 
de lautre du mouvement moyen de la rolation oscillatoire. 
Au moyen des formules 






































ndlogH(ia) _ nn < ndlog 9 (ia) 2 ndlog 9 (ia') 
da RK da’ u Su da’ 
ndlogH,(ia) _ nn  ndlogQ (id) _ n ndlog 9 (ia) 
da RK da' Be: da! r 
et en substituant 7, au lieu de Fir: on tire des valeurs donnees ci-dessus 
des quantites F— =, etc., les equations suivantes, 
I _ _, Tog$(ia) 
a u da 
| l —_ . dlog9 (ia) 
SER An © 1 
" . da 
l dlog 9 (ia') 
PERS A © 
er u er 
i BR -._ dlog 9, (ia') 
de: — tn da 


Dans le cas particulier remarquable oü 


u „j1 1 1 
h=Po-Fto 


on aura 


a=d—=ıiäÄ, 
et, par suite, 
ed nu Ar 205 
On aura de plus, 
v+Yv = -(F+ PIE A)+R 
WW; a — (+ F)t—t)—4n-4n. 


Soient menees dans le plan invariable et par le point fixe deux droites 
dont l’une divise en deux parties Egales, l’angle que font entre elles les projections, 
sur le plan invariable, des axes des x’ et des’, et l’autre, l’angle que font entre 
elles les projections, sur le möme plan, de l’axe des y’ et de l’axe instantane, 
les deux formules pr@cedentes font voir que dans le cas particulier ou l’on a 


l I I h 
ATTTRTT 
ces droites tournent autour du point fixe uniformement et avec la vitesse an- 
l I \ i 
gulaire 3(Z + 77), en faisant Tune avec l’autre un angle de 45° ou de 225°. 
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Recherche des differentielles dw,, dıp,, dıp,. 
De la formule (3.) 











— Ap’+Bo? 
dıy n. A°p°+B’g? ldt, 
on deduit par un simple echange des lettres, les deux autres, 
Ba?’ +6Cr? 
Ye 
 Gr’+4Ap? 
dıy, Bu“ Cr? + 4°»? Idt. 


Verifions ces formules au moyen des valeurs trouvees ci-dessus de w, et un. 
et cherchons en meme temps la valeur de dw,. 
D’apres les formules donnees au commencement de article prece- 




















dent. on a 
y = sig Sir 
v = nut ginn. 
1 wur, 
v.— weiten, 
ou 
Pe _ . R = an 


Cherchons les differentielles des quatre &equations precedentes, u etant 
la seule variable, au lieu de differentier, dans chaque cas, par rapport a w, le 
logarithme du yuotient des deux fonctions aux argumenis u--:a et u— 2a, on 
pourra diflerentier par rapport a :a, le logarithme du produ:t de ces memes 
fonctions. On obtiendra, de cette maniere, les quatre equations suivantes. 

















dy _  ___L _ 8log.9? (ia) 9 (u-+ia) 9 (u— ia) 
du nat 20a 
dv, __ ___tT _Olog.9(ia) Hfu-+ia) H(u —ia) 
du nA + 20a 
dv, __ ___t _ 2log.9-*(ia) H, (u-+ia) H,(u— ia) 
du nat 20a 
dıp, neh, l  2log. 9" (ia) 6, (u-Fia) 9, (u —in), 








du nA 2 04a 
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Or on a lequation 

I" (ia) (u --2a) Hu — ta) — I (O)O'u(ll1— k’sin’am (ia) sin’amu), 
et on en deduit aisement les trois autres analogues. Remarquons, pour cet 
effel. que des formules connues d’addition l!’on tire les suivantes (Fund. $. 18.), 
sin’am « — sin”am (ia) 


r P | * \ . “ 
sin am (u -- 24) sın am (u — 2a) = AyRrEen PReEER IR varAug 
Be E00 ( s 1— k”sin”am (ia) sin”am « 





cos’am «— sin”am (ia) J”am u 


cosam (Wu + 2a) cosam (u — ?a) — nn 
1— k’sin* am (ia) sin’am « 





2 I” am u — k*sin?am (ia) cos’am « 
Jam(u--2a) Jam(u —ıa) — - 


1 — k”sin”am (ia) sin’am («) 
lesquelles etant multipliees par l’equation precedente, on obtient le systeme 
suivant de formules. 





9 (ia) 9 (u--ta) Oo (u—ia) —  09°(0) Hull — k’sin’am (ia) sinama) 
9 (va) H (u+ 2a) H(u—ia) — KO" (0) O’u (sin’am u — sin’am(?a)) 
. I ..\ k Wr; 6) p) u: >R ) 
+ (ia) H,(u-+ra) HA, (u—ıa) — „7 9 (0) OU (cos’amu — sin am (2a) Sam) 
v 
° D z “ \ 1 u; ) 5) Yo . Y . n ‘ 
(a) 9, (a-- 2a) 9, (u+ra) = 7 IV) Oulfamu — k’sin’am(ia)cos’amu). 
[7 


Substituant ces formules dans les equations differentielles pr&ecedentes et posant. 
pour plus de simplicite, 














— sinam (2@)cosam (2a) Jam(2?a) — m, 
! 
on aura 

dy l x k"msin’am « 

du nA 1— k”sin?am (ia) sin’am « 

dıy, B m 

—i _ — + — ——— 

du nA sin’am « — sin”am (ia) 

dy, er mJ”"amu 

du nA # cos’am « — sin’am (ia) I’amu 

dıy, Bach k’mcos’amu 











du nA * Famu— R’sin?am (ia) cos’am u 
Or. on a trouve ci-dessus, 
! (4—BD)\(4--C) 

















FR == m u SEE 
o Ap cosamu 
0 — oo —— m u . 
! cosam (ia) 
oa» Bl JSam(ia)sinamu B(A—C) _sinam« 
I? — ! a cosam (ia) we A(B—C) cosam (ia) 
"_ + ZI sinam ((a) Jamu +1,/ Cc(A—DB) Iamu 











| 


’cosam(i«) k Y A(B-—-(C) cosam(ia) ' 
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d’ou !’on tire les formules,. 
l? 











Ar-PBıu — ' u. 2 mn? ia) 2 ; 
p-+Bg Fr— FRE (1 — A’ sin’am (2a) sin’am «) 
By 4 Cr 4 
yur= in’ am & — sin’ 2a) 
gy4 oo Tania) (sin’: sin" am (2«)) 
2 
Or AP —= —— (cos’ama — sin’am (2a) 4° 
Täp en ») Same), 


auxquelles on joignera cette autre trouvee ci-dessus, 


in n° 


vv” — —_ (Lamlia) — kcos? a 
| nen (Sam (2a) — k’ cos’ am (2a) sin’ am«) 





2 
N ) .9 5 7 - 
— ———(Jfamu — k’sin’am(ia) cos’amu). 
cos’ am (ta) 





Substituant ces formules dans les valeurs des differentielles des quatre angles, 
et remarquani qu’on a 






































1 __ AB—O)(Ak—T) _ AB(B—0) ; , AOB—O)r‘ 
Rrcosamia)  (A-D(A-—C)  A-cC ITTF 
on trouvera,. en meltant nd? au lieu de , 
dv 1 _ 1 _Bia—Da . KAp’4+ Ba‘) 
dad Aa Art u, 7 277 
dw, 4 1 B(da—b)g’+6(d— Cr’ _. ._. KBg’+6r) 
Ad zu A A B’q°+ Cr? Rn B?g?+ Or? 
ww, __ 1 _ 1 _cA—Or  K4p°+ Or) 
da aA AT Apr por 
Ei - - „(A—B)\(A—C), we - 
da a IB-6) FL 


Les trois premieres @quations peuvent &tre deduites d’une d’entre elles par le 
seul echange des lettres. On donnera ä la quatrieme differentes formes, au 
moyen des @qualions, 
Po v"”) En pr) —h 
— (BC gr’ +(C—- A’rp+(A—Bi'p'g, 


An? Ah—T’ 1 2 2 
Ta — a — ze{B(A—- By +C(A-CO)r}, 


(A— By(A—C)p = ?—(B+O)A4+ BC(v +" 44), 


. v " r d . f il u | . . d day, 
desquelles on tire, apres quelques reductions faciles, les expressions suivantes de 2, 
Frak 
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(B—C 2 A” (A— B)’ 
hy _ 2.’ ba’ Gr?  h _ (Ah—P)\(Bh—P)(Ch—') 
dt (B—-CY , (C— 4) (A—B)? l ABCT ("1 0) - 
2 + 2 + 2 
p q 7 
expressions symmetriques ei qui n’avaient pas encore et@ donnces. En com- 
N 
parant entre elles les deux expressions &gales A -. on trouve 


(B—C)’ , (C—4)’ , (A—B)' 
Ap? T £ Ur?’ ) 
cd (c—A 1 A—B)’ 


2 


q 
IB(A—B)P + C(A— BEN r+AB—M PtAc—a )p" + B(C—B)g’! 
P At pa r® i 


equalion identique et facile a verifier. 


-B( +Cr) 





Tableaux de valeurs des integrales elliptiques de la troisieme espece. 

lwes formules de l’article precedent fournissent les @quations suivantes, 
au moven desquelles les quatre angles, w, w,, %,, %Y,, sont exprimes par des 
integrales ellipliques de la troisieme espece et au caraclere trigonometrique. 















































/ Si 0, 
F(w | = a es (ta) - — log a 
Re u k”’msin’am u.du 
/ 1 — k*sin”am (ia) sin’am « 
Eli un) en ig ee 
nn dlog HI ia), u. utia') 
4 da' 5; 08 O(u—ia) 
u # m du 
Br - sin’am « — sin?”am (i«) 
Ent) Ele u drop Bitte 
ou diogHkia) „ _1 10 9 (u —ia') 
da 2i I (u-+ ia) 
a2 FA m J’amu.du 
vr J cos’am « — sin?am (ia) A”am u 
Ela e) e 
u k”m cos’amu.du 





I” am u — k”sin*”am (ia) cos’am u 


0 
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La double expression par les fonclions © des angles y, et nr. se lire de ce 


que, sia+a—=K', lon a 


























1 Ins In — ia!) 75 m Hlia—u) zn A 
u 5 or Hia) "9 Hia+tuw  .K 
1 sr 1og 9 (u — ia‘) ne en H (v— iu) om 
a 8 7) (utia) 5 Zn Lie) 2K 
Alog la) dlog H ia) . 
da’ | da TI 
dlog9,(id) , dlog H,(a) n 
da' da u 


[ormules dans lesquelles il est permis d’echanger entre eux «a el «. 
On obtiendra des expressions analogues el de la meme simplieite que 


les preeedentes, pour chaque somme des quatre angles et des trois quanlites. 






































iu lu hu . du a 
—. gr» y eorrespondantes a —— - On lire ces expressions des qualre 
Bun’ En In An 
equaltions precedentes en y ajoutant les produits de w par les quantiles 
H (ia) Ara) ) 

u — dlo 
ci ( 1 1 ) er PEN la) SH > Hlia') z cos am (ta) Jam (ia) 
T7\B Fi da u du' nun sin am (ia) 

9 (ia) H,vu') 
dlog —--—— dlog —-—- .. ’ 
ai ( l | ) er Ga) > H (ia) h”sinam (ia) cos am (i«) 
er ! Zu da u du! i A am (ia) 
HA ‚(a) PEN I (ie 
4 I)-_ äh 08 ia) 3.3 en | sin am (2a) Jam (ia) 
. R 4 da Be da! u cosam (i«) 


On aura ainsi un systeme de seöse formules analogues entre elles et au moyen 
desquelles on exprime chacun des qualre angles par les integrales elliptiques ei 
les fonclions ©, de quatre manieres differentes. Nous allons reunir ces seize 
formules dans un möme tableau qui sera en meme temps tres ulile et meme 
necessaire, dans la theorie des fonctions ellipliques. En elfet, pour chaque 
integrale elliptique de la troisieme espece et au caraclere trigonomeirique. 

" — Hdu 


1 +» sin’am u ' 





ou H est ou une simple constante ou une constanle multipliee par Tune des 

quanlitös sin’amw, cos’ama, .famu, on aura par ce lableau la formule la plus 

propre ä ramener cette integrale aux fonctions 0. Dans ces expressions par les 

fonctions ©, on a separe la partie periodique et la partie proportionelle a «. 

L’argument « etant positif, toutes les inlegrales reunies dans le tableau auront 
Crelle's Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 4. 45 
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des valeurs positives, pourvu qu’on ait a entre O et Ä’, ce qu’on a suppose dans 
les recherches precedentes. Le me&me tableau donne la construction mecanique 
des seize integrales, au moyen du mouvement propose, c’est a dire. de la 
rolation d’un corps qui n’est sollieite par aucune force accelatrice. 





Tableau de valeurs des integrales elliptiques de la troisieme espece 
et au caractere trigonometrique. 





2 k”sinam (ia) cos am(/«) Jam (ia). sin’amu du 
(1 —k”sin”am (ia) sin’am «) 

















!loo 9 (ia) 1 9 (u-+ ia) er lu 
ne 1 I (ia) u— — log — uri zum (y -- un 
da 2% (u — ia) An 
a F “ sinam (da) cos am (ia) 4 am (da) du 
nn ; (sin? am « — sin*am (ia)) 
0 
log A (ia) 4 Iutia 
—— - = ; u u- = log \ % - } == + (4 ae u R,) 
da Ri (u — ia) ” 





2 f" sinam (ia) cosam (ia) Jam (ia). A’amudu 


i(cos’am u — sin”am (ia) d”am w) 
0 


dlogHAkia) , _A | „9m —ia') FR (y 
da Eulen FT rr 7 











DI 
Ds 
_ 





"= k”sin am (ia) cos am (ia) Jam (ia).cos’am u du 
4. “7 1%: k?sin? : 2 
i( A" am u — k”sin"am (ia) cos’am «) 











0 
dlog (ta)  # I (u—ia) ‚ du 
er da u; log 9 (utia) PT An ) 








> & to am (ia) Jam (ia). IJ’amu du 











” 7 il — ksin“am (a) sin’am «) 
dl\og H (ia) 1 (ut ia) ‚ hu 
mem = Pr I 0 : — ( v- ) 
da BR 2 05 9 (u— ia) (94 In 





6 f tg am (ia) Jam (ta). cos’am u du 
» 


. : (sin’am « — sin”am (?a)) 


dlog 9 (ia ü 1 | 9(u-tia') 








da’ u le ru — (ut Mm -—7,) 








| 
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. "u k'*tg am (ia) Jam (ia). sin’amudu 
‘. vp— Br z . 3 
(cos am « — sin” am (ta) I” am «) 
d10g9,(a) „, 1 u GI (u —ia') + (v hu = 
— = vw — + In 
da' 2 79 (u-+ia) + a "nz ) 
"u k'?tg am (ia) Jam (ia) du 
S, . w h? ®. ® . ER ®, 
i( IS’ am u — k"sin”am (ia) cos’am «) 








loe H (i 1 9, —iu | 
dlog ‚ea) ,__ 9 (u —ta) I +(W,- hu 1) 


2 5 


da» P77 log I (u-+ia) 





g '“ k” sin am (ia) sin coam (ia). cos? am u du 
un = '(A— ksin?: r or 
e(1— k’sin” am (ta) sin’am«) 








0 
dlog 9, (ia) 1 9 (u-+ia) ia 
D ir — Mh. 
da "I log Im—ia)) + ( en 5) 





“> f’ sin am (a) sin coam (ia). J’amu du 


. 9 en, .. 
r .(sin’am « — sin" am (t@)) 








dlogH,(id) , |, A HKutia) —_ dm 
da' r I Tre, u #4 Br) 


1 [ k'* sin am (ia) sin coam (ta) du 


i(cos’am u — sin*’am (ia) J*am u) 











dlog H,(ta') 1 9 (u —ia') BEER SEE du ER 
da' u — zzlog G (u+tia) Fund Bn | hr) 


12 Fa h? "sin am (2a) sin coam (ia). sin’ am u. du 
i( I’ amu — k*sin”am (ia) cos’am «) 











dlog 9 (ia) 1 9 (u—ia) m 
da “— zriog G(utia + (m ' Bn n,) 





| © cotgam (ia) Jam (ia) du 
13. m 
J 1— k”sin” am (ia) sin’am « 
dlogHa) |, A Gutia) bu 
da -. % log Iu—ia) +(Y Ton 











14 Pi icotg am (ia) Jam (ia) .sin”am u du 


sin’am « — sin? am (ia) 
0 


dlog 9 (ia') 1 Hutiad) __ Mm 
u da’ a; log Iıu—ia) x (Wi I On r) 
45 * 
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I: f" icolg am (ia) Jam (ta).cos’am udu 
. cos’am u — sin’am (ia) A’ am u 











0 
dlog 9 (ia') “ 1 m 9 (u—ia) _ + (w A In) 
da' ui 779 RT un Sa 





16 f“ i cotgam(ia) Jam (ia). I’amudu 
). 


I’ amu— k”sin”am (ia) cos’am u 





0 
dlog H(ta) u. l u 9 (um—ia) (w Fr... ’ )- 
da ii > Olutia) PT, On . 


Les trois axes principaux et l’axe instantane etant projetes sur le plan 
invariable, on a vu que les quantites, 





j I (u-+ ia) 1 u-+ia') 
ii > Olhu-— iu) ’ %Ü I (u — ia’) 
I, 9 (m—ia) 1 9 (u—ia') 








a 5 9 (n-tia)” Pr 059 (nie) i 
dans lesquelles on a suppose a<_ K’, sont egales aux angles desquels s’ecartent 
les mouvemenis eflectifs de ces projections de leurs mouvements moyens. Or, 
alın que ces ecarts de part et d’autre, puissent etre regardes comme de ve- 
ritables oseallatzons, autour de droites determindes tournant uniformement autour 
du point fixe dans le plan invariable, il faut que les quantites precedentes ne 
surpassent jamais 47. Ü’est ce qui a ellectivement lieu, comme on demontre 
de la maniere suivante. 

Et d’abord remarquons qu'il suffit de considerer une seule des quatre 
quantites precedentes, puisque les trois aulres en derivent, en changeant a en 
u-K ou aen K'’— a ou en meme temps v en u-K etaen K'—a. 

les quatre quanlitös s’evanouissent pour @=0, +K, +2K, etec.; 
elles ne changent pas de valeurs lorsque « augmente de 2K; elles prennent 
des valeurs opposces si l’on change u en —u ou 2K—w. C'est ce qui 
suit des formules, 

u — 0(—u) = ORK— u). 

Il suffira done, pour connaitre toutes les valeurs des quatre quantites. 
de supposer u entre O et K. 

Faisons 


u— ehr a — bK'. 
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ou 5<<1, on aura 
o—— IT Lblogg, 


et, par suite, 


—_ z (u-+ia) 











1 1— q”e q”—®sin2.r 
„log J ” — Are ig — 1 r a 
2 PR 1—— 9”? cos?.r 

q” e K ( ) 
nie 
2. log Bun — — Arctig sine 
2% I... FR 1— "+? cos2ır 
1 m K ( ) 
— 7 e 


En donnant a rn, dans ces deux equations, toutes les valeurs des nombres 
positifs entiers impairs, on aura, d’apres le d@eveloppement en produit infini de 
la fonetion © (Fund. N. $. 61.). 

1 ui 

EM. a tn. 

2: 7? Inm—ia) 





q'?sin2.r pP Psin?r >’ sin2r 




















— Arcte -—- Arect -- Arcte . + etc. 
°1— gg? cos2x 8 1I—g°Pcos?r | >SI—gpP?cos?r | 
1+bei Ir 350% 2 m 545 Ir 
q'+’sin2a g'’sin2a g’r’sin2a 
— Arct — Arcte — Arcte ! irn nn A, 
51_ q'+? cos 2r u ’ tb cos?r eI— pP beos2.r 


Comme on suppose que pour u=(0 ou 20, la quanlite 


EL. 7 
it 7 Im--ia) 





s’evanouisse, on pourra aussi supposer, dans le developpement preceedent de cette 
quantite, que pour © == (0), chaque Arc ty s’evanouisse separ&ment et ne devienne 
pas un multiple de +7. Dans tous ces arcs compris sous la forme generale, 





q" sin2x 
Arcte h 
> 1--g"cos2x ' 


les exposants rn sont positifs puisqu’on a suppose 5 <Z1; on aura done y"<I 
et. par suite, aucun de ces arcs ne saura alteindre la valeur 47, leurs marıma, 
abstraction faite du signe, elant 
Arcsing”, 

comme on voit aisement par la differentiation. Lorsque u esi entre 0 et A 
ou x entire 0 et 47, comme il est permis de supposer d’apres la remarque 
faite ci-dessus, tous ces arcs auront des valeurs positives. Si l’on ordonne le 
developpement de maniere que l’exposant rn, dans les termes successifs, ait des 
valeurs toujours croissantes, ces termes decroitront el, en m&me temps. leurs 
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siones alterneront constamment, d’ou suit, d’apres un raisonnement connu, que 
l’on aura une valeur trop grande, lorsque le developpement est continue jusqu’ä 
un terme quelconque positif, et que l’on aura une valeur trop petite, lorsque 
le developpement est conlinue jusqu’a un terme quelconque negatif. Par suite. 
en reunissant les deux premiers termes, on trouve que la valeur de la quantite 
logarithmique proposee est positive et comprise entire les deux quantites, 
I-bsin?.r (g 


q — q!+)sin?x 
a ee ne Arcte = 
Arcig 1— q!° cos?’ °41— (+ g'P)cos2r tg’ 


On aura done, lorsque @ est entre O et A’, la quantite proposee 


I, „ Yu +ia) 
2; 5 9 (u — iu) 











< Aresing'” < 4a, 


et la meme quantite pourra toujours croitre au dela de 


ad nn >) 
1—gq’ 





Are sin 


valeur marcımum de la somme des deux premiers termes. De meme, les trois 


’ ou Arcsing” et, par suite, 


autres quanlites logarithmiques seront <Z Arc sin y'” 
In, co g2d. 

On aurait pu deduire la m&eme consequence d’une quelconque des for- 

mules (7, 5, 11, 12.),. du tableau presente ci-dessus. En ellet, ces formules 


donnent. 






































Bu I (u — ia’) au dlog ©, (ia) . Sf" h"”*sin« cosa@ du 
ne 0 —-— a - — ne r =..4 
u 7 G (u-+ia) 2K da - I(«, k') 1— 4°” (a, k')sin”am «! 
Am dlog H (ta) " N. k’*sin«cosa@ 4 (ea, k').sin”amudu 
RK da . 1— I” (a, k’)sin’amu 
| 9 (u — ia) au  dlog H,(ia‘) ,, f' k’ sine cos«@.sin’amudu 
5, l0g —-——— = -— —_ - pre 
2 7 9 (u-Fia) 2K da' J I (a, h')} 4” (a, k')— h”sin”am «) 
nu  dlog9 (ia) ” y k"sin@cos@4(e, k').du 
> TA da I’(a, k')—k*sin’amu ? 
0 
ou Fon a pose 
a —= am(a,Äk'), 
’ ar eu Fon £ 
et ol les deux quantiles a retrancher de 5x sont posilives, lorsque % est positif. 


La valeur 4:1 pourra eire atteinte ou meme surpassee par deux des 


qualre quantites logarithmiques, dans les cas ou l’on a 


u=KkK, d—=-0 u «=K, u=0. 
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C’est ce qui suit en remarquant que des formules donnees ci-dessus, 


























1. (u — ia) 4 1 — FH ia’ — u) nu 
2 5 Hutia)) | & SH (e+u) 2K 
1 rn I wi 1 H (u—iad) nu 
a 8 I ( (are) Pr SH (u+ia)  2K’ 
l’on tire, en faisant «0, les valeurs 

1 kin u+ih!) _ mK—u) 

% 5Om—iK) —:K 

2 luw—ih) nu 

277 (utik)) — 2K’ 


lesquelles deviendront et a4sı, quand on fait respectivement a0 ou u--K. 
Lorsque @ devient O0 ou A’, il ne sera done plus possible de supposer, comme 
ci-dessus, que pour 0), toutes les quatre quantites logarithmiques s’@vanouissent. 

Du developpement precedemment donne on deduit les trois autres ana- 
logues, en mettant ou 4n — x au lieu de x ou 1—b au lieu de b ou faisant !’un 
et l’autre changement. On aura ainsi les quatre formules. 


1 (u-tia) 
— 100 z 
2i 7 Olu—ta) 






























































sin? er pPsindr 
Arc ig 8 T- cos? a; > q'tPcos2r | r A 87 Pcos2r 
1 aa I (u—ia) 
> 9 (u-tia) 

5 g'sindr _ qrsinde Psinde 
— Arcig 1 +? cos2.r Aroig 57 1412 cos 2ır r Arcig I+g=Pcos?r 
1 ba Iluria) 

2 7 Ium—id) 
b.<i . Ih ei » 2+beindr 
a q’sin2a gsinar | , Prsinde 
— Arcig 1— q? cos2r —Areig 1— 1? cos2.r r Aretg 1— 4°+ cos?ır u 
I log . (u — ia) 
pP) I) (u-+ia') 
Be Dun 8 iD; 
Be sine — 7° sin2r q’’sin2r 
:- Arcig 1 + Pcos2r Arcig 1+ 09°? cos?.r r Arcig 1 +? cos2. 
auxquelles on joignera les suivantes, 
_ Mog9la) _ ®| . 0. © 4 Be 0; 
da K 11-9 1 dt N 
«log Ilka) __ a q'1-? = rd 4 Ib it 
da aA Mt I+g1+ A1+g- m 
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dlog&( ad) _ _  a\ q’ £u 2 ” ger ng: gr ' 
da’ __K 41—gq? 1— 1°? | 1— [+ 1— 4° Peg 
dlog9,(a) _ z\ pi get ee ' 
da' K 4 + y? | 2 ” aa 1 ne T +d l = nn mi 


les quatre dernieres formules jouissent de la meme propriete que les quatre 
et irop peliltes. 


du tableau de 


preeedentes, de donner alternativement des valeurs trop grandes 

Ajoutons quelques remarques sur la nature et l’usage 
formules presente ci-dessus. | 

Si l’on reduit a la forme 

fi1--nsin’amu). 

ou f est un facteur constant, les denominateurs des differentes fractions qui dans 
les formules du tableau se trouvent sous le signe d’integration. on a les quatre 
valeurs suivantes de n ou du paramelre des integrales de la troisieme espece. 























I) n -k’sin’am(?a) — ÄA’tg’am(a,k') — colg’am(d, %'): 
1 ) ‚ ! Y ) “ 

In — — — = cotg’am/ak) — k’tg’am(a, k’): 
sın"am(:2@) ” e en 

’ A?” am (ia) k? 

3))n— — hen. — Fıalak) = — — —; 
cos’ am (ia) IS’am(a', K*') 
k* cos”’am (ia) k” j 

nn — = — — fam(a, K'. 


I’ amıiia) 


I’am(a, k') 


Lorsque le parametre n est une quantit& quelconque positive. on peut lui donner 


indifferemment l'une ou l'autre des deux premieres formes,. et l’on peut lui 


donner indifferemment Tune ou l’autre des deux dernieres formes, lorsque ce 
parameire est une quanlite negative enlre —ÄA° et —1. Dans l’un et l’autre 
cas. les deux formes d’un m&me paramelre se changent l’une dans l’autre, en 
mettant A’— a au lieu de «, on pourra done toujours faire, entre les deux 


formes du parametre. un tel choix que l’on at «<4ÄK”. Or 


) ”y 7 1 ) , ” 7 
to’am(1K’,k) — fam/ıK',k)—=k, 


u, 
a 


donc, si on veut que la valeur de « soit comprise enire 0 et 4K’ et, par 


suite. celle de 5 entre O et 4. on aura cette regle que l’on doit poser 


I) n = — k’sin’am (2a 
| 


sin’am (2@) 


lorsque n est entre O et %; 





2») n lorsque n est entre A el x; 


IS” am (ta) 





3) + — lorsque n est enire —I et —%k; 
cos’am (2a) 


k* cos’ am (ia) 


I) n lorsque n est entre —k et —k“. 





I” am (ie) 
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Soil propose, a present, de reduire aux fonelions 9, une inlegrale au 
caractere trigonomeltrique. 





“Hau 

/ 4-+nsin’amu * 
le numerateur H sous le signe d’integration etant une queleonque des quantites, 

1. sinamw, cos’amu, Jamu, 
multiplice par une constante, si d’apres la regle enoncee l’on donne ä la valeur 
de n la forme correspondante a lintervalle dans lequel se trouve compris ce para- 
metre, on connaitra par celle forme de n et par celle du numeralteur HH, la for- 
mule du tableau a prendre et, dans cette formule, l’on aura toujours « —_ LK’ 
Les intögrales comprises dans les formules (1. 4. 9, 12.) du tableau. 

s’evanouissent pour A=0 ou y=0. Pour tirer, dans ce cas. les valeurs 
des autres inlegrales des formules du tableau,. on remarquera que, A’ et db 


passant pour ce meme cas a linfini. ’on a logy == — 2 KR’ et, par suite. 
y’ Pan u 


ce qui elant substilu& dans les developpements donnes ci-dessus, on aura. 
pour A=V. 
































l Hia' — u) 1 A (u— ia) dlog H(ia'‘) dlog H,(ta') 
— log — ——— = — log —— mM, > = — | 
2; ?° Hid-+u) 2i PH c(u-+ ia) da' da! 

| er Iıu+ iu) I nun Hltia — u) . . ee" sin u 
— 108 — — er een en = Arcigo — r 
2i 7 Olu--ia) 2: ? Hla-+u) > 1— ea cost 

1 u I (u — ta) 1 a FH (u — ia) m u e=?° sin 2u 
— 108 —— ZZ — - — -+- u = Arcie —— 

2: 79 (u+ia) 2: > H(u-+ ia) O 1-+e7?° cos2u 

dlogOlia') dlog H (ia) 1 — Te 
da’ T da u PT 
dlog9, (ia) u dlog HM, (ia) 2 ER Ze? 


du! da 


Nous allons rendre complet le systeme des formules les plus propres 
pour ramener aux fonctions © les intögrales elliptiques de la troisieme espece. 
en joignant ci-dessous les formules relatives aux integrales au caractere lo- 
garithmique, formules que l’on deduit aisement ou de celles elablies dans le 
tableau precedent, en mettant « au lieu de ?a, ou directement des formules 
demontrees dans les F'undamenta Nova. 
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Tableau de valeurs des inlegrales elliptiques de la troisieme espece 
et au caraclere logarithmique. 


























































































































/ k’sin am «4 cos am «a Jama.sin’am u du dlogo (a) O(u-+ u) 
a | — k”sin’am « sin?am u ur da . (u — u) 
0 
2 f k’sin ama cos am a.cos’am u du .. dlog®, (a) L 4log O(u-+a) 
u A am a(1— k*sin*am a sin?’am «) Zur da | (u— u) 
0 
3 [’ Ig amadama. I’amu du dlog AH, 1, (a) 1 log I(u+.a) 
«). -—- —— u u 0 
u 4 — k’sin’aq a sin? amt BT 5 (u — a) 
0 
f AI ama cotg amadı ...  dlogH (a) u — }log O(u-+ u) 
“en | — k?sin®am a sin?am « da lu — a) 
oO 
_ [' sin amacosamadamadı Bu dlog © (a) tlog Hia-+ u) 
ar A sin’am a — sin’am « m da 72708 H(a— u) 
O0 
R & sin ama cos ama. Jam u du dlog®, (4) L log H(a-+ uw) 
), _— — Be _—  — +- 
2 A am a(sin?’ am a — sin”am «) da | 5 H(a— u) 
0 
m [ Ig amadam«a.cos ‚am u di Wr dlog H, (a) | H(a+u) 
® BE S — mm wi 
sin’am a — sin’am u da a Hfa— n) 
0 
@ f" Jama colg ama,. sin’am u du y diog Ha u H(a-+u) 
er sin’am a— sin’am da 29 HWa—a 
= / A sinamacosamadama du dlog@u | NUR O6 H(u+u) 
m a > - > samen f —— ı-t nn 
sin’am « — sin’ am du 2108 H(u— a) 
en / Ksinamacosama. SP amudu  dlogY, « K- Kai Hiu-+a) 
A am (a) (sin?am « — sin”am «) du : > Hiu—a) 
2% ;* *tgamadama.costamudu«  dlogHl,a (K-u)+: Llog H(u-+a) 
sin’am « — sin’am a du ’ 5 Hu — u) 
Si / * Jama cotg am a.sin’amu du dlog Ha (KW) 1loe H(u-+u) 
“ . Be er iz ui re _ \ 0 . o% ” 
sin?am u — sin? am «a da . 2/05 Hu —-.a) 


II parait que l’on pourrait se passer entierement d’une notalion parli- 
euliere des integrales elliptiques de la troisieme espece. Leurs valeurs, en effet, 
exprimees par les fonclions O9, sont assez simples pour enlrer elles-memes dans 
le caleui et sans se cacher sous une notation laquelle ne saurait meltre en 


evidence ni leur nature logarithmique ni la liaison intime entre leur argument 
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s / 


et celui du paramelre ni. enfin. leur decomposilion en deux parties l’une pro- 
portionelle a leur argument et l’autre periodique. 

Pour la meme valeur de la fonction elliptique sin’am#, les integrales 
elliptiques de la troisieme espece el au m@me argument «, peuvent augmenter 
des multiples de /ros quantites constantes et indöpendantes entre elles. En 
effet, la fonction sin’ama ne changera pas de valeur pendant que les integrales 
elliptiques de la troisieme espece dont une valeur est. 

dlog 9a in Ri Yura) 























N -log — 
u da = "B Oln—.a) 
dloe (ia 1 (ut ia 
ou — 1 — u — —log 
da 2: 7? Old — ia) 
prendront toutes les valeurs comprises sous les formes generales. 
dlog Ca Iuta kdlosOa ./ K'dlogeOu zu 
in 3 log kan a 4 m ———- | mil 5 4 
> da ’ I(u — ia) da da m 
2 m'in, 
‚ dog 9 (tu) 1 bi lu + u) yo KdlosO(ia) | ART ni ihn ua 
: da 2: >” Olku—ia) | da | | da K 
“mn, 


m, m, m" designant des nombres enliers positifs ou negatils quelconques. 
C'est ce qui resulte de la multiplicite des valeurs du logarithme et de ce 
que la fonclion Qu ne change pas de valeur lorsque « est augmente de 2K 
et quelle est multipliee par 


ge 
lorsque a est augmente de 2:K’ (Fund. p. 174. 8)). 

Les expressions precedentes font connaitre les trois constantes dont les 
multiples peuvent elre ajoules aux valeurs des inlegrales proposees de la troisieme 
espece, et l’on voil que de ces consltanles une est reelle et deux imaginaires 
ou deux reelles et une imaginaire selon que lintegrale a le caractere loga- 
rithmique ou trigonometrique. Il suit de la, par un raisonnement connu,. que telle 
est la variete des valeurs de ces integrales que si l’on ramene chacune d’elles 
ala forme P-+?Q, ou P et O sont des quanlites reelles, l’une des quanlites P 
et Q@ sera arbitraire ou pourra approcher indefiniment d’une quanlite donnee 
quelconque, les valeurs de l’autre formant une serie arithmetique, et celle de 
ces quantites qui restera arbitraire, sera ou P ou Q selon que lintegrale a le 
‚araclere trigonomelrique ou logarithmique *). 


*) Javais fait connaitre aulrefois aux eleves geometres de l’universite de Koenigsberg, 


46 * 
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l,e resultat precedent peut Eire etendu a l’integrale plus generale. 





dar 
SC : 
dans laquelle «, «, 9, y, 0, & sont des constantes reelles. Si l’on ramene 
chacune des valeurs dont cette integrale est susceptible, a la forme P-:Q, 
la quanlil& arbilraire sera ou P ou @ selon que la constante 
a Ba-+ ya’ -- da’ eu 
est positive ou negalive. 

Si ce n’esi pas la fonction sinama mais l’argument «= lui meme qui 
est donne, lindeterminalion des integrales elliptiques de la troisieme espece ne 
peut naitre que de la multiplicite des valeurs du logarithme qui entre dans 
"expression de ces inlegrales par les fonctions ©. Ce dernier cas a lieu dans 
"application que l’on vient de faire, de ces inlögrales, au probleme mecanique 
propose, argument  y elant proporlionel au temps qui dans les problemes de 
mecanique est consider comme la variable donnee. 

Remarquons, en finissant, que les fonctions elliptiques dont l’argument est 
proportionel au temps, manifestent ici geomelriquement, d’une maniere singuliere, 
leurs deux periodes l’une reelle et l’autre imaginaire. Les axes des .c’ et y’ elant 
ceux des axes prineipaux qui se couchent alternativement sur le plan invariable, 
on a vu quil y a une correlation entre ces axes et une autre entire celui des z' 
el l’axe instanlane, corrclations lesquelles correspondent l’une et l’autre ala periode 
reelle des fonclions ellipliques. Mais il y a aussi des correlations semblables 
des axes des x’ el y’ avec l’axe des 2’ et l’axe instanlane el ces correlations 
repondent ä la periode imaginaire des fonclions ellipliques ou A une augmen- 
tation du temps d’une constanle imaginaire. 


Berlin Hötel de Londres ce 17 Mars 1850. 





ces alfections fondamentales des integraies elliptiques de la troisieme espece par lesquelles 
la nalure de ces integrales est rapprochee de celle des integrales Abeliennes ou hyper- 
elliptliques. est ce qui a engage M. Rosenhain, Vun de ces eleves dont cette uni- 
versite se glorifie A juste litre, a soumeltre, dans une these academique, les integrales 
elliptiques de la troisicme espece au meme traitement analytique que javais propose pour 
les integrales Abeliennes. Depuis, ce savant geomelre est parvenu & ctablir d’une manicre 
explicite les fonclions qui dans la premiere celasse des fonctions hyperelliptiques jouent le 
röle des fonelions ©, grande el belle decouverle qui vient d’etre couronnce par V’academie 
des sciences de Paris. 

















27. 


Über ein einfaches Mittel zur Auffindung der höheren 
Reciprocitätsgesetze und der mit ıhnen zu 
verbindenden Ergänzungssätze. 


(Von Herrn Dr. @. Eisenstein, Docent an der Universität zu Berlin.) 





$. 1. 

Obwohl bei den höheren Reeiproeitätssätzen das wahre wissenschafl- 
liche Interesse ohne Zweifel in den Beweisen liegt. so möchte es doch nich! 
überflüssig sein, hier zu zeigen, wie die Sätze selbst durch eine eigenthüm- 
liche Art von Induction ohne alle ermüdende Rechnung leicht herausgebracht 
werden können; auf dem eingeschlagenen Wege wird man aufserdem unwill- 
kürlich zur Anknüpfung mehrerer anderer interessanter Betrachtungen veranlalst. 

Um nicht den allgemeinsten, jedoch einen Fall von grofser Allgemein- 
heit zu behandeln, aus dem die unbeschränkte Anwendbarkeit des Verfahrens 
erhellen wird, sei A eine positive ungerade Primzahl, [ eine primitive 4te 
Wurzel der Einheit. Die lateinischen Buchstaben sollen im Allgemeinen ganze 
complexe Zahlen aus solchen Wurzeln der Einheit bezeichnen, also „anze 
sanzzahlige Funclionen von [; und zwar wird noch vorausgesetzt, dals die- 
selben den Factor 1—S —=n nicht enthalten; endlich sollen die Symbole 


1 . » . r “ > . 
(2) u.s. w.*) sich auf die Theorie der Aten Potenzreste beziehen. Alles 
b 
kommt darauf an, das Verhältnifs (> .);: ( ) zu ermitteln, welches ich durch 


(4, B) bezeichne. Da beide Symbole gewisse Potenzen von £ vorstellen, so 
ist auch ihr Verhältnifs eine Potenz von [, und man kann daher (A, B) 


A b a . | 
n FEIERTE ”) setzen. wo man den Exponenten p(A, B) zwar nicht 
L 


sradezu als Function von A und DB, aber doch als Function der in beiden 
complexen Zahlen vorkommenden ganzzahligen Elemente ansehen kann; es ver- 
steht sich, dafs A und B ohne gemeinschaftlichen Theiler angenommen werden. 

Der eigentliche Nerv der hier anzustellenden Betrachtungen besteht in 
der Zurückführung des Verhältnisses ():(Z) — (4, B) auf das analoge 





*) Über die Definition dieser Symbole sehe man weiter unten. 
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Verhältnifs ( =):(F): =(4', B’) für zwei möglichst einfache complexe Zah- 
ien A’, B,, von der Art, dafs (A,B) = (4',B’) wird. Diese Relation 
wird Stall finden, wenn man A’, B’ so bestimmen kann, dafs (A,B) = 
yıd, 3 (mod.%) wird. Wie complieirt die Function p(A, B), der Exponent 


des Umkehrungslaclors,. auch sein mag, so ist es doch nalurgemäls, sie als 


eine ganze Function der in A und 3 vorkommenden Elemente (Factoren der 
Potenzen von Z) mit ralionalen Zahlen-Coöfficienten anzunehmen *). Wenn 
nun die numerischen Coöffieienten in p(A, B) entweder ganze Zahlen sind, oder 
doch nicht den Nenner 4 enthalten, so reicht es hin, A= 4A’, B= B' (mod. }) 
zu selzen,. um daraus 9(A,B) == g(A',B’) (mod. 7) schliefsen zu können: 
wenn aber jene numerischen Coöfficienten, wie es doch sein könnte. den 
Nenner 4 enthalten. und es bedeutet A“ die höchste in ihrem Generalnenner 
aufgehende Potenz von A, so wird es nothwendig sein, die Congruenzen A== A, 
B — B in Bezug auf mod. 4“"', oder auf eine noch höhere Potenz von 4 
gelten zu lassen, um aus denselben (A, B) = y(A', B’) (mod. 7) zu folgern. 
Da jede Potenz von 4, wenn sie als Modul auftritt, auch durch eine — mal 


s0 hohe Potenz von 7 = 1-—{ ersetzt werden kann, so wird y(A, B) 
piÄA', B’) (mod. %), also (A, B)—= (4', B’) sein, wenn in den Congruenzen 
A AI (mod. 7’), B = B’ (mod. 7°) der Exponent o eine gewisse Grenze 


überschreitet. Eine obere Grenze für diesen Exponenten von 7 exislirt nicht, 
weil die Folgerung « fortior: richtig sein wird. wenn man den Exponenten 


vererölsert. 


Um die untere Grenze für den Exponenten o möglichst zu redueiren. 
was jetzt geschehen soll, dient die leicht zu beweisende Bemerkung, dafs für 
jede complexe Zahl .4 in Bezug auf mod." immer eine Congruenz von 


folgender Form angenommen werden kann: 
£ \& - \& Pr u} 1 +1 
A P= yi1—kn)"(1— kr)®...(1-%;n) * (mod.n‘"), 


wo 9 eine reelle primitive Congruenzwurzel mod.4, « eine Zahl aus der 


Reihe 0. 1. 2,3. ...23—2. und &, %. ... a; Zahlen aus der Reihe 
0.1.2....4—1 sind. während A,. A. .... %; beliebige. nicht durch >, 


*) Für das gewöhnliche quadratische Reciprocitätsgeseiz, durch weiches das Verhäll- 


ee z . - m . 
nıls #4 h nr ) bestimmt wird, ıst diese Function 4(y gl 
\ 71 / » , 
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theilbare ganze complexe Zahlen bedeuten; dafs ferner, wenn man 
e \a,ty- DER, 2,43 
— "A1— kn) (1— kr?) ... 1—k;nt) ’ (mod. 7°) 


. —— » 


3 


setzt, wo o eine beliebige Zahl >4--1 ist, die Exponenten «,', &, ... «; 
sich resp. von «,, %, ... a, nur um Vielfache von 4 unterscheiden, so dafs 
dieselbe Zahl A, welche = P (mod. »**") ist, in Bezug auf eine beliebige 
hohe Potenz von n als Modul = L’P gesetzt werden kann. Ist @ ein 
ähnliches Product, wie P, von der Art, dafs B=(Q (mod. r?''), so wird in 
derselben Weise B= MO (mod.°). Sind ferner « und 5 irwend zwei 
complexe Zahlen, welche den Congruenzen A= a (mod. 7*''), B=b (mod. X") 
Genüge leisten, so wird auch « = P (mod. »**'), 5b=0@ (mod. »’'') und 
hieraus wieder «= UP, b = m’Q (mod. 7°) sein. Nimmt man hier o hinreichend 


srofs an, damit die obige Folgerung, nach welcher (4,BD) = (A, B') aus 
A=4A, B=B' (mod. 7’) gezogen werden kann, zuläfslich sei. so hat man 


aus A=L’/P und B=M’O (mod. 7°) die Gleichung (A, B)— (LP, M'O). 
und eben so aus « = U’P, b=m’(Q (mod. »/”) die Gleichung (a, D)’— UP, m’Q): 
da nun nach der Natur der Symbole für die Aten Poltenzreste die Aten Po- 
tenzen, so oft sie als Factoren vorkommen, also hier L’. M’, !* und m‘, 
weggelassen werden können, so wird endlich (4, B)—=(P, 0 —= a,b), wenn 
4=a=P (mod. r**) und B=b= (Q (mod. »**"). Hieraus folgt. dafs 
es vollkommen hinreicht, oben 4 selbst als untere Grenze für o anzunehmen. 


und dafs man allgemein folgenden Satz hat: 
ie SAN FE, 
l. „Das Verhältnifs 3)\gG ändert sich nicht, wenn man A und B 
L 


durch ihre Reste (mod. r‘''") oder (mod. i.17') ersetzt;”" wobei man nur darauf 
zu achten hat, dafs diese Reste ebenfalls relative Primzahlen zu einander werden. 

Da, wie dies bereits bemerkt und bei der Ableitung des eben aufge- 
stellten Satzes benutzt worden ist, jede ganze complexe Zahl einem Producte 
von der Form P (mod. »'") congruent gesetzt werden kann. so wird naclı 
eben jenem Satze die Vergleichung irgend zweier complexen Zahlen auf die 
Vergleichung der Factoren des Productes P unter einander und mit ähnlichen. 
etwa für andere Werthe der Gröfsen k, zurückgeführt. Um das Product P 
noch etwas zu vereinfachen, schreibe man g’, welches ebenfalls eine primitive 
Wurzel ist, statt y, dann kann man den ersten Factor von P als eine te 
Potenz in den Symbolen ganz weglassen. Die allgemeine Bestimmung von 
(4, B) ist dann allein auf die Untersuchung aller Gröfsen von der Form 
A—k,n“, 1—%k,n") für die Werthe 1. 2, 3, ... 4 von « und v zurückge- 











x 
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führt. Von diesen Gröfsen ist zu bemerken, dafs sie sich nicht ändern. wenn 
k, um ein Vielfaches von n?*'""*“, oder %k,' um ein Vielfaches von n?+'” ge- 
ändert werden, wie dies ebenfalls aus obigem Satze hervorgeht, indem hier- 
durch die Zahlen 1— %,7“ und 1—%,'7” nur eine Änderung um Vielfache 


/ i 


von ?, erleiden. Die Willkürlichkeit von %, und 4, wird man dazu be- 
nulzen. um, wie dies bei der Bedeutung des Zeichens (1— k,n#, 1—&%,'n”) 
nöthie ist. gemeinschaftliche Theiler der beiden in demselben vorkom- 


menden Zahlen zu vermeiden. Zur Vereinfachung der Resultate nehme ich 


Ri, I (mod. »%+"#), 4,’ = 1 (mod. n*+'"-") an; dann wird 1— kA, = 
|— 7“ (mod. nt"), 1— kr 1— 7" (mod. 7") und (1—k,n", 1— kn’) 
wird eine blofs von « und » abhängige Gröfse = e&,,, Welche geradezu 


— (1— 7“. 1— 7") = e,, gesetzt werden kann, wenn 1— 7“ zu 1— rn” re- 
lative Primzahl ist. Dies letztere findet übrigens Statt, wie leicht zu zeigen. 
wenn ı zu » relative Primzahl ist. Setzt man nun. den eben gemachten 
Annahmen entsprechend, 


\ 2\G 3\a / 1892 )- 

1) A= «(don dei)" ... do) (mod. 7). 
2\P 31 ıP7 4 

( 2. ) D bh’ 1 a 1, pı , JRR 7 ( 1 IE n ) 1.3 (1 a n") I (mod. 7 } 2 h 


wo beiläufig die reellen ganzen Zahlen a, b der Summe der Elemente in A 


respective DB congruent werden (mod. 4) und die Exponenten von 1— 7, 
I—,,. u.s. w. der Reihe 0, 1. 2, ... 4—1 entnommen sind, so wird allgemein 
>. 2 , > n] m] 
, / A \ B \ , Cup ap, G,p @,p, “)P} 
! > ) (5) z (> ) ZI \( A, B) — IIe,, — € . € . € ... € 2 . 


Durch ganz analoge Betrachtungen findel man den Ergänzungssatz: 
ll. „Dafs (=) unverändert bleibt, wenn A um Vielfuche von 


"geändert wird,’ und dals unter Vorausselzung der CGongruenz (1.) die 


Formel | | | | = 
> Vera. ip 


gilt. Diese leizteren Behauptungen können auch leicht als Folgerungen aus dem 





ersten Salze vollkommen streng abgeleitet werden, indem man, wie ich wegen 
Mangel an Raum nur kurz andeuten kann, aus einer Gleichung von der Form 
A—a=n**.c, oder von der Form (4-+-u'')—a=rn*'.(c+a), wenn 
ce durch >»; theilbar sein sollte. drei Congruenzen und aus diesen wiederum 


0) 


hd 





Gleichungen zwischen Symbolen hervorgehen lälst. durch welche ( 


auseedrückt werden kann. 
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$. 2. 
Die Gröfsen & haben merkwürdige und leicht abzuleitende Eigenschaften. 
durch welche ihre Berechnung ungemein vereinfacht wird. Es ist zunächst 
allgemein 


- N I 
DO) Eur EuurrrEu el)" 


7 

‘ 
Denn setzt man 1—7*—=A,, 1-7" =4,, 1— 7" ”—h,;,, so ergiebt sich die 
identische er hu» —Ah,—=n"h,. Die aus ihr hervorgehenden Con- 
gruenzen A,,, = h, (mod. 4,), Au, =n'h, (mod. k,) und (1A, —=ı?h, 


(mod. A,;,) liefern die Gleichungen zwischen Symbolen resp. ( ee) — — (de a 


En )= DH=): (4 Pr een) a € re Ye) durch baren geeignete 


u+v 





Verbindung sich unmittelbar die Formel (5.) ergiebt, wenn man erwägt, dals 


., == ,0,) = (72): ( ), u. . w. ist. Gegen diesen Beweis ist nichts ein- 
zuwenden, so lange u zu v, also auch zu 1— 7“ zu 1—n” relative Primzahl ist *); 
im entgegengesetzten Falle sind, um der vollkommenen Strenge zu genügen, 
h,, h, und A,,, durch andere Zahlen zu ersetzen, welche ihnen = (mod. »?*") 
sind. Setzt man A, —=1—1"— If", A, —=1—n’, so wird wieder A, .,—h, 
—r"h,, wenn Burr — 1—#r —In’.nft angenommen wird, und man erreicht 
es hier sicher, dafs 4, mit 4, keinen units Theiler hat, wenn man 
In‘*" als Potenz von 7 annimmt, deren Exponent —% und durch v theilbar 
st; denn es wird dann 1— /n?*' durch 1— 7” theilbar und also 1— I" —n" 
— h, zu 1—n” relative Primzahl. Die ferneren Schlüsse erleiden nur leichte 
Modificationen, bei denen auch Satz Il. zu Hülfe zu nehmen ist. Uebrigens 
ist stels &,,—1, wenn « mit v» einen gemeinschaftlichen Theiler hat; auch 
wenn u 1 ist. 

Eine zweite Eigenschaft besteht darin, dafs immer 

(6.) &,, —1 ist, 

wenn einer der beiden Indices « oder v die Primzahl A an Gröfse übertrifft. 
Denn setzt man A, —1— 7" — hf", A, =1— 7" —l'7?"', so wird &,,—(h,, h,). 
Ist nun u >, so wird 4, = 1 (mod. »**"), also nach Satz I., &, „4 h,)e=1, 
und ist v» >4, so wird A, =1 (mod. n?*"), also nach Satz I., &,,— (h,.1) = 

” Formel (5.) vereinfacht sich, wenn man die Syachele von der 


Form Pr einer genauern Betrachtung unterwirfti. Ein solches Symbol 





*) Der gemeinschaftliche Factor 1—n zählt nicht mit, weil er der Einheit & gleich 
st, da au n„=1-—6, = 1—n folgt. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXIX. Heft 4. 47 
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wird stets =1; mit Ausnahme des einzigen speciellen Falles «=4. Denn 
für « > 4 hat man, wenn wieder 1—7* == Ah, gesetzt wird, A, =1 (mod. r?*)), 


Pr Par: BA FIN pP ’ N 
also nach Satz II. () — ke )—1. Ferner ist im Allgemeinen 7“=1 (mod.%,), 
also -) = (5) = — 1; woraus leicht folgt, dafs auch = aulseı 
wenn «u ==0 (mod.4). Setzt man das noch unbekannte Symbol (a). 


so wird aus (5.) &,, = &,,u4r.&u4,,,, wenn u-v<SA, und &,, = & u, Eur; 


wenn u--v=—=4 ist. Setzt man ferner allgemein &,, = d”*”, so ergeben sich 
folgende Formeln zur Bildung der Exponenten x: 


\,. au Z Zur t Aus» (mMOd.A), wenn utv<A, 
(7.) I. = (0), wenn u+-v>4, 
3. 2, =vY, wem ur —=4. 


Nach diesen Formeln können die Werthe der Zahlen <,, sehr leicht und zwar 
auf doppelte Weise berechnet werden, indem man entweder jedes zu berech- 
nende zndividuelle z nach 1”. durch neue z mit wachsenden Indices so lange 
erselzt, bis man zu lauter solchen gelangt, welche durch 2°. resp. 3°. bestimmt 
sind; oder auch indem man, was für Zabellarische Zusammenstellung vorzu- 
ziehen ist, auf dem umgekehrten Wege, von denjenigen Combinationen u, v 
anfangend, für welche «--»v am gröfsten ist, zu solchen zurückgeht, denen 
nach und nach immer kleinere Werthe der Summe w--v entsprechen. In 
Betreff ausführlicher Untersuchung dieser merkwürdigen Zahlen mufs ich wegen 
Mangel an Raum auf eine der Akademie neuerdings vorgelegte Mittheilung 
verweisen; auch mufs ich mich jedes Beispiels enthalten. 





Die noch nöihige Bestimmung des Symbols d = (3) ergiebt sich 
durch Betrachtung einer speciellen Combination u, v, für welche &,, « prior: 
und unabhängig von den hier angestellten Untersuchungen ermittelt und auch 
das zugehörige ,, leicht angegeben werden kann, in ähnlicher Weise, wie 
man in der Theorie der Functionen die willkürlichen Constanten zu bestimmen 
pllegl. Am Besten eignet sich hierzu die Combination vo —=1, vr —=4—1; 
denn da für diese u --v—=4 ist, so wird nach 3°. in (7) m. =4-1=—1 
(mod. 4), also &,_1 = 0", d=&;_,; ferner wird &,1 = (1—n, 1— 77") 





re C 1|— n!-! L a 
(is 1 — n'") = (, er Ser) : ) = (er) Bezeichnet man allge- 


mein das Product der 4—1 Werthe der complexen Zahl 4 durch R(A) 
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? a P} Ö “, ’ . [7 Y 
—=1--44(4), so wird (—) — 69, also speciell &,_, —=&4"”, Um 


den Exponenten dieser Potenz von £ zu finden, hat man nur R(1— nf") = 
(1—-(1- 597) ad— 1-5)... d—(1— 21") in Bezug auf mod. 4° zu 


u—i—1 


bestimmen. Da in diesem Producte 77 {1—(1—£”)’""! das zweite Glied (1 — £*)’-' 
ul - 


U—h—1 


jedes Factors- durch A theilbar ist, so wird das Product =1— N (1— (*y-' 


J 
ul 


(mod. 4°). Entwickelt man (1—{“)‘"' nach dem binomischen Satze und über- 
trägt die Summation nach « auf die einzelnen Glieder dieser Entwicklung, so 
erhält man R1— 7") =1— (1 —1) + (a —1) FF — 1(—1)(2—2) SC“... 
— 2[670“ (mod. 4°). Die sämmtlichen hier vorkommenden Summen nehmen den 
Werth —1 an, daher wird Ri )=1—14 1— (4 —1)-464—1)(2— 2) 
— ...+1} (mod. 4°) = 1—4-+(1—1)"—=1— 4%, mithin endlich A(1— r?"') 


u] 


u 2 BE “= u . . 
= —1 (mod. 4), &;-) = T, und d=&,_, —={£. Vereinigen wir dieses 





Resultat mit der frühern Bemerkung über die Symbole (>) in der Formel 





(8.) (+) = 1 ie —= ZZ, 


je nachdem « = 4 oder u —4. 


S. 3. 


Nach Einsetzung des sehr einfachen Werthes d==[ und mit Benutzung 
der Zahlen < wird ae; daher läfst sich die Formel (3.) folgender- 
mafsen darstellen: 

9) yAB = 2,,WuP, = hf tan at ram +. 
und die Formel (4.) wird wegen (8.) ganz einfach 
(10.) (4) - Ch 

Wegen der verschwindenden x nach (7.) 2°. fallen aus der Summe rechts 
in (9.) alle diejenigen Glieder weg, für welche u» >4 ist; namentlich fehlen 
alle Glieder, welche «, oder /, enthalten. Man kann deshalb die Congruen- 
zen (1.) und (2.), welche zu Bestimmung der «@ und ? dienen, durch folgende 
aus ihnen hervorgehenden einfacheren 

any = Kam de de. de 


EZ mod. »* 
B = p* 1 PER ni (1 ae np (1— m)P IR (1— TI ( ) 


ersetzen. und die Kenntnifs von «, ist nur zur Aufstellung des Werthes von 
47 * 
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(-) nach (10.) erforderlich. Eine noch gröfsere Vereinfachung dieser Con- 


sruenzen ist gestattet, wenn man A und B einer Beschränkung unterwirft, die 
sich immer durch Multiplication mit einer Potenz von & erreichen läfst, der- 
jenigen nämlich, dafs die Exponenten von 1—n==£, d.h. «, und /, verschwinden 
(durch A theilbar sind). Unter dieser Voraussetzung fallen auch noch die Glieder 


mit @,_, und /,_, aus (9.) weg; und da diese beiden Exponenten sich als 


überflüssig erweisen, so genügt es, die Congruenzen blofs in Bezug auf mod. 7", 


i—1 


oder, was auf Dasselbe hinauskommt, auf mod. A aufzufassen, und da noch 
aufserdem "==a, b’=b (mod.4) ist, blofs 

(A zu a(1— 7’) (1— 17°)“ ag 2 (1 — nr) -2 
B= b1—- Pr i1— Pr... dpi 
zu schreiben. In diesem Falle sind A und B reellen Zahlen congruent (mod. »;‘) 


(12.) (mod. 4) 


und sollen als primär bezeichnet werden. 

Ich will jetzt zeigen, wie die Exponenten «&, P, welche in (9.) vor- 
kommen, auch durch eine eigenthümliche Art logarithmischer Entwicklungen 
gefunden, und dadurch jene Congruenzen ganz vermieden werden können; doch 
beschränke ich mich, um unnöthige Complicationen zu vermeiden, auf primäre 
Werthe der Zahlen A, B. Da in der irreductibeln Gleichung, welcher »; ge- 


not, uänlich IE SM 2 aa iO 
u Et n —h—yhlh— )n+--- u Me ee De 


mit Ausnahme des höchsten Gliedes 7°" alle Coöfficienten mit A aufgehen, so 








werden, wenn man beide Seiten der Congruenzen (12.) nach steigenden Po- 
Ienzen von » entwickelt und diese Entwicklungen vor den Gliedern mit 7" 
abbricht, die entsprechenden Coöffiecienten sich nur um Vielfache von 4 unter- 
scheiden. Dasselbe wird gelten, wenn man vor der Entwicklung auf beiden 
Seiten die Logarithmen nimmt. Schreibt man daher 4 und B zunächst als 
Funelionen von n in der Form 

4 — Ac) = All—n) = All) — All)n+4A'1)7— etc. 

B= BASS) = Bi-—n) = B(i)— B(1)n+4B"1)7?— etec., 
wo das primäre Verhalten durch die Bedingungen A’(1) = B’1)=0 oder 
wenigstens A(1)= B’1)= 0 (mod.4) ausgesprochen wird, und entwickelt 
dann, indem man 7 für einen Augenblick als unbestimmte Variable ansieht, 
log A(1—n) und log B(1— 7) in folgender Weise: 
log 4 — log 4 Eee 1 an Inn Di due Zul as Di bi 

Ir 


(13. | 
) NogB — lo&B(1)-+ PA,log1—n) +Plog1— 7) + Aloe 1—r} 
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was immer nur auf eine Art möglich ist und wo «,, /, mit A’(1) resp. B'(1) 
zugleich verschwinden: so werden die Coöfficienten, wenn man nur bis «;_. 
resp. /;_, fortgeht, genau die oben durch dieselben Buchstaben bezeichneten 
Zahlen, oder sie werden ihnen wenigstens congruent, wenn man etwa vor- 
kommende Nenner mit Hülfe des mod. beseitigt, und es wird daher 
(14.) p(A, B) _. 2 rt 33-203 P: ze elc., 

wo die Reihe wegen der verschwindenden x von selbst abbricht und die 
Gröfsen «, 5 aus (13.) zu ziehen sind. 

Die Coöfficienten der logarithmischen Entwicklungen in (13.),. welche 
nur bis zu dem Gliede mit log(1—17?"") excl. fortgesetzt werden dürfen, sind 
lineare Verbindungen der in den gewöhnlichen Entwicklungen von log A(1— »)) 
resp. log 3(1—n) nach steigenden Potenzen von 7 vorkommenden Coöfficienten. 
Denn setzt man, immer noch n als unbestimmte Variable betrachtend, 

log A1— 7) = log Al)+an7n+a " +a +... 
logeB(1—n) = log BI) +b,n+ bb + ..., 


so darf man nur noch aus den Formeln 


lose 1—7)= —n—tı? — Im —ete, log 1— 7) = — 7 —4n'— In’ — eltec., 
allgemein 
lege 1—) = — nn“ — Int -— An’ — etc., 


umgekehrt die Potenzen von n durch die Gröfsen log(1—n), log(1— 7‘) u. s. w. 
linear ausdrücken, um die Entwicklungen von der Form (13.) zu erhalten. 
Eine derarlige Reihen - Umkehrung ist ein bekanntes, wenn ich nicht irre zuerst 
von Moebius im 9ten Bande dieses Journals S. 105 ff. behandeltes Problem. 
Es findet sich allgemein 
= — —log(I—2)+ log 1— 2) + Hlogll— 2’) +Flog(l— =‘) 
— tlog(1— 2”) — etc.. 


= 


wo rechts nur diejenigen Potenzen von x vorkommen, deren Exponent keinen 
quadratischen Theiler enthält, und das Vorzeichen -—- oder — gilt, je nachdem 
die Anzahl der in diesem Exponenten aufgehenden verschiedenen Primfacto- 
ren ungerade oder gerade ist. Hiernach wird , = — a, m = —m-tq,. 
= —4-+1qa,U3.W, = —M-+-4a,--1a,, u.s. w. Für den allgemei- 


nen Ausdruck von «, durch die Coöfficienten @ ergeben sich die Vorzeichen und 


Zahlenfactoren aus dem Anblick des entwickelten Products -(1-,)(1- r vr. 


wenn 9, 4, ... die verschiedenen Primfactoren von u sind; auf dieselbe Weise 
werden die ? durch die 5 ausgedrückt. 
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Der Exponent p(A, B) des Umkehrungsfactors (A, B=(3):(2) 


wird also ein Ausdruck, der sowohl aus den Coöfficienten der Entwicklung 
von leg A—=logA(1—n) nach steigenden Potenzen von 7, als auch aus 
denen der ähnlichen Entwicklung von logB linear und aus beiden Arten 
von Coefficienten quadratisch zusammengesetzt ist; wobei man übrigens die 


— excl. fortzusetzen hat. Die Zahlenfactoren jenes 


Entwicklungen nur bis »? 
Ausdrucks können entweder aus dem Vorhergehenden zusammengesetzt, oder 
auch nach irgend einer Interpolations-Methode direct ermittelt werden. Setzt 
man (A, B)— Ik,,a,b,, so darf man, um Ä,,-zu finden, nur zwei solche 
complexe Zahlen als specielle Werthe von A und B aufsuchen, für welche 
a, und Ö,, mit Ausnahme der stehenden Combination u. =0, Y —1r, stets ver- 


dd 


schwinden. Solche Zahlen sind 


> 


| ol ı 7° - er 
tt > — m, 


l 
+ u. U,» 


wo die Reihen abzubrechen sind, FR die Exponenten die Zahl A—2 über- 
steigen, und wo die beliebigen complexen Zahlen Z und !’ nur dazu dienen, 
um gemeinschaftliche Factoren zwischen «, und a, zu vermeiden. Mittels 
dieser Zahlen # wird A,, aus der Gleichung 


(*) — ya i = oder k,, = y(u,, u,) 


u, 


ur 


n° 





ae 258 2u 
1+n r271 71 


VI. 





bestimmt. 

Es wird nicht überflüssig sein, nochmals zu erinnern, dafs die letzten 
Resultate in dieser Einfachheit nur unter der Voraussetzung primärer Werthe 
von A, B gelten. Eine genauere Betrachtung zeigt, dafs ohne diese Vor- 
aussetzung die logarithmischen Entwicklungen um ein Glied weiter fortgesetzt 
werden müssen und dafs dann zu dem Ausdrucke für 9(A,B) in (14.) 
aufser den Gliedern 

Ahr + Zelsßat Fr aß: 42,3 +15 ßı - etc.. 


noch die folgenden beiden 


ABN)— AAN = {BAD -BAN—N)} 


hinzutreten. 
Für den speciellen Fall, wenn B einer reellen ganzen Zahl—=g=B(1) 
gleich ist. redueirt sich die ganze Entwicklung von logB auf das erste Glied 
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und es wird geradezu 
=. 


wenn A primär, nämlich A’(1)= 0 angenommen wird; ohne diese Voraus- 


setzung wird 
() nn AT), 


wo @,— A’(1) und .4(g) die durch die Congruenz "= 1--4.1(4) (mod. 7°) 
definirte Function ist. Diesen speciellen Fall habe ich schon vor langer Zeit 
mittels einer gewissen Erweiterung der Prineipien der Kreistheilung streng 
erwiesen. 


Die unmittelbare Reeciproeität (H)=-(2) findet allgemein dann Statt. 


WENN 4, Er, zz ... ya) und ebenso Pi, Pas Pas --» Pa, verschwinden; 
denn da die Factoren < ihrerseits verschwinden, wenn « und v beide >4(4—1) 
sind, so reducirt sich in diesem Falle der ganze Werth von y(A, B) auf 
Null. Es geschieht dies, wenn in den Entwicklungen von log A und logB 
alle Potenzen von n bis incl. 7?" fehlen; wozu es wiederum hinreicht, dafs 
A(1), All), ... 249 (1), so wie B’1), B’(1),... BV(1) ver- 
schwinden. Ob es aber immer möglich sein wird, diesen Bedingungen durch 
Multiplication der Zahlen mit complexen Einheiten zu entsprechen, mufs fer- 
neren Untersuchungen vorbehalten bleiben. Bezeichnet man durch e,, &, &;, ... 
ein System von Fundamental-Einheiten, deren Anzahl nach Dirichlet 4(4— 3) 
beträgt, so wäre zu zeigen, dafs die aus den Coöfficienten von 7, 7, ... 7:4" 
in den Entwicklungen von logö = log (1—n), loge,, loge;, ... loge,,_;, ge- 
bildete Determinante niemals = 0 (mod.4) werden kann. Wie dem auch sein 
mag, so wird zur Bestimmung der als Factor hinzutretenden Einheit immer 
auf die hier gegebene Theorie zurückzugehen sein; auch ist zu erwägen. 
dafs bei einer solchen Specialisirung der zu vergleichenden Zahlen neue Er- 
gänzungssätze, betreffend den Character der complexen Einheiten selbst, hin- 
zulreten müssen. 

Man bemerke noch den ebenfalls aus diesen Principien hervorgehenden 
merkwürdigen Satz, dafs man A1(A) in WA)=1-441(4) (mod. 7°) erhält, 
wenn man log A nach steigenden Potenzen von n entwickelt, in dieser Ent- 
wicklung die Glieder, deren Exponent —4 ist, wegläfst, sodann „=1 setzt 
und das erste Glied logA(1) durch AA(1) ersetzt. 
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$. 4. 


Zum Schlusse füge ich noch einige Worte über die Definition der 
Symbole (2) hinzu. Die Schwierigkeiten, welchen eine solche Definition auf 
den ersten Blick zu unterliegen scheint, können sowohl auf anderen Wegen, 
als auch durch Benutzung der von Kummer eingeführten idealen Primfactoren 
beseitigt werden. Ist » eine von A verschiedene gewöhnliche ungerade Prim- 
zahl. «© der kleinste Exponent, der »“==1 (mod.%) macht, und setzt man 


p“—1== 4g, bezeichnet ferner durch w({) irgend eine ganze ganzzahlige Func- 
tion einer primitiven Aten Wurzel der Einheit [, so ist w(£ pP" — (dt! 


Pr; 


:(<) (mod. p); wovon man sich leicht durch die polynomische Entwicklung 
der Potenz ı(7)”” überzeugt. Die durch p theilbare Differenz w(£)*" — w(£) 
läfst sich in das Product aus w({) und A andern Factoren von der Form 
w(Ö)’—’ zerlegen, in denen v die Zahlen 0, 1, 2, ... 4—1 bedeutet. Im 
Allgemeinen wird sich p nicht auf diese A--1 Factoren vertheilen lassen: 
führt man aber ideale Primfactoren von p ein, deren Anzahl nach Aummer 


1 


beträgt, so wird jeder dieser Primtheiler in einem und nur in einem der 
uU 


obigen A--1 Factoren aufgehen. Ist ® ein idealer Primfactor von p, welcher 


nicht in v/Z) enthalten ist, so bezeichne ich diejenige ganze bestimmte Potenz 


von [, für welche die Congruenz w(£)’ = &” (mod. ©) erfüllt wird, durch 





u (IN c ” ET ; r : ü 
( = )= :C, Sind ©, ®, ©’, ... die sämmtlichen idealen Primfactoren der 


oo 


beliebigen complexen Zahl z(T), welche mit (T) keinen (auch keinen idealen) 


h wi(ö 
Factor gemein hat, so bezeichne ich ferner durch GE) das Product 
‚\» 


WIÄE)N/ W(£) w(£) 
( - } R 7: .. . — 
\ 0° ‚\ 0 , N} 


( 





uv(S) A 
74 3 Das Symbol () hat dann eine ganz 


bestimmte Bedeutung, 3 mag eine wirkliche oder eine ideale complexe Zahl 
sein; der Zähler A mufs aber eine wirkliche complexe Zahl sein. Übrigens 
mufs noch B zu 4 relative Primzahl sein, darf also nicht durch 1—-{=n 





theilbar sein. Bei der Aufstellung des Reeciprocitätsgesetzes zur Vergleichung 
N 

von 5 mil =) werden A und B beide als wirkliche complexe Zahlen 
angenommen und die Betrachtung der idealen Primfactoren von B resp. A 
ist nur bei der Definition dieser Zeichen erforderlich; wenigstens vortheilhaft. 
Bei einer andern Gelegenheit werde ich zeigen, wie diese Symbole auch ohne 
Einführung idealer Primfactoren sehr einfach definirt werden können. 
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Die Betrachtungen dieser Abhandlung, die sich leicht auf beliebige zu- 
sammmengeseizte Werthe von 4 ausdehnen lassen, gründen sich auf eine un- 
bewiesene Voraussetzung, deren Wahrscheinlichkeit aber der Gewifsheit deshalb 
sehr nahe steht, weil man immer zu demselben Resultate kommt, man mag den 
Werth des Exponenten o oben in 7° ($. 1.) bei dieser Voraussetzung so yrofs 
annehmen, als man will. Da jedoch mein Streben stets auf Erforschung 
strenger Beweise gerichtet war, so legte ich weniger Werth auf diese Un- 
tersuchungen, bis ich neuerdings erfuhr, dafs auch andere Mathematiker sich 
mit der Auffindung der höhern Reeciprocitäisgesetze auf dem Wege der In- 
duction beschäftigen. Dies besonders veranlafste mich zur Publication vor- 
liegender Arbeit, um auch meinerseits Gelegenheit zu einigen Bemerkungen 
über einen Gegenstand zu finden, dem ich seit langer Zeit fast ausschliefslich 
alle meine Kräfte widme. Übrigens ist nicht zu verkennen, wie sehr der hier 
eingeschlagene, fast ganz theoretische Weg sich von einer gewöhnlichen In- 
duction unterscheidet, bei welcher man für specielle Werthe von 4 etwa die 
einfachsten complexen Zahlen bis zu einer gewissen Grenze mit einander ver- 
gleicht, um durch numerische Prüfung einer Anzahl von Fällen die Recipro- 
citätssätze herauszubringen. 

Schliefslich in einigen Worten zusammengefafst, was durch die Be- 
trachtungen dieser Abhandlungen geleistet ist, enthält dieselbe eine sichere 
Methode, nach welcher, unter der Voraussetzung, dafs überhaupt irgend 
eine. wenn auch noch so hohe Potenz von 7 existirt, um deren Vielfache A 


’ 1 b . u N 
und 3 in dem Verhältnisse (2):(3) geändert werden dürfen, der niedrigste 


dieser Bedingung genügende Exponent von n aufgefunden und mit Hülfe einer 
solchen Reduction sodann das Reciprocilätsgeselz für alle Fälle vollständig 
aufgestellt werden kann. 





Da nach bereits vollendeter Abfassung dieser Arbeit wider Erwarten 
noch einiger Raum bleibt, so benutze ich denselben, um ein Paar Bemerkungen 
zu dem Vorhergehenden hinzuzufügen. 

1) Es wurde oben im Vorbeigehen angedeutet, dafs 1— 7“ mit 1— 7 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben kann, wenn « zu v relative Primzahl 
ist. Ich will hier beweisen, dafs jene beiden complexen Zahlen den gröfsten 
gemeinschaftlichen Theiler 1—» haben, wenn # den grölsten gemeinschaft- 

Crelle’s Journal £. d.M. Bd. XXXIX. Heft 4. 48 
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lichen Theiler von « und v bezeichnet. Setzt man allgemein 1— 7" —=f(n). 
so folgt aus der oben bereits zum Grunde gelegten identischen Gleichung 
f(u+r)=n'f(u)+f(v), dafs jeder gemeinschaftliche Theiler von f(u-+») 
und f(«) auch in f(v) aufgeht. Setzt man u--v=o0, so wird v—=0o—u: 
es geht also jeder gemeinschaftliche Theiler von f(o) und f( u) auch in f(o — u) 
auf, wenn 0 > « ist. Aus demselben Grunde geht ein solcher gemeinschaft- 
licher Theiler, da er in f(o— u) und f(w) enthalten ist, auch in f(o— 2u) 
auf, und allgemein in jedem Gliede der Reihe 
fi — u), f(o—Ru), fir —3u), .. .. 

welche man so weit fortsetzen kann, als die Zahlen unter dem Functions- 
zeichen f positiv bleiben. Es geht also namentlich, wenn man erst beim 
letzten Gliede einer solchen Zahlenreihe stehen bleibt, der gröfste gemein- 
schaftliche Theiler von f{a) und f(b), wo «>>b ist, in f(c) auf, wo e den 
kleinsten positiven Rest von «@ (mod. 5) bedeutet. Bildet man die bei der 
Operation der Aufsuchung des gröfsten gemeinschaftlichen Theilers zwischen 
a und & sich ergebenden Reste c, d, e u. s. w. und nennt den vorletzten 
Rest, welcher zugleich der letzte Divisor ist, #, so folgt aus dem eben Be- 
wiesenen, dals jeder gemeinschaftliche Theiler von f(a) und f(b) in f(ec), 
also auch in f(d), also auch in f{e) u. s. w., endlich in f(%) aufgeht, während 
h der gröfste gemeinschaftliche Theiler von @ und 5 ist. Andrerseits geht 
f(A) wirklich in f(a) und f(Öb) auf, da % in den Exponenten « und d aufgeht: 
also ist f(h) der gröfste gemeinschaftliche Theiler von f(a) und f(b). Dieser 
Beweis bleibt gültig, welche Art von complexer Zahl auch »; sein mag. 

2) Das in einer Notiz im Monatsberichte der Berliner Akademie (März- 
heft 1550) bewiesene independente Gesetz der Zahlen z,, ($. 2.), die mit 
den dortigen f(«, v) (mod. 4) übereinstimmen, ist folgendes. Bezeichnet man 
durch «, v’ die kleinsten positiven Lösungen der unbestimmten Gleichung 


vu — ur’ nn 1 
Po. yv° l N) 
und durch r den Inbegriff aller zwischen den Grenzen . und —/ liegen- 
' LL 


‚ . : . 2 . 
den ganzen Zahlen, so wird ey ZI (mod. 4), wo die Nenner mittelst 


mod. 4 wegzuschallfen sind, und die Summation sich auf die eben definirten 
r—/—l 1 

Werthe von r bezieht; z.B. z.= F — (mod. 4). 
id 














28. 


Lettre de Mr. G. Salmon de Dublin a l’editeur 
de ce journal. 





P.isque le memoire tres interessant de Mr. Aronhold, public dans le 
cahier 2 tome 39 de votre journal, a dirige de nouveau l’altention de vos lecteurs 
sur les belles recherches de Mr. Hesse sur les points d’inflexion des courbes 
du troisieme degre; vous trouverez peut eire diene d’inserlion la remarque, 
due a Mr. Hart, qu’un theoreme fondamental de Mr. Hesse est une simple 
consequence geomelrique d’un theoreme connu de Mr. Chasles. 

Le thöoreme de Mr. Hesse est le suivant (ce Journal tome 28 page 88): 

„Si l’on ajoute a une fonclion homogene du troisieme degre, son de- 
terminant, multipli& par une constante arbitraire; le determinant de celle somme 
est aussi la somme de la fonction donnee et de son determinant, chacun 
multipli@ par une constante convenable.” 

L'interprelation geometrique de ce theoreme est la suivante (ce Journal 
tome 25 page 107). Toutes les courbes de troisieme ordre qui passent par 
les neuf points d’inflexion d’une courbe queleconque du meme ordre, s’entre- 
coupent dans leurs points dinflexion. 

Le theoreme de Mr. Chasles d’ou l’on tire facilement celui ei, est le 
suivant (Hist. g&om.): 

„Si l’on mene des rayons vecteurs par un point d’inflexion d’une courbe 
de troisieme degre, et qu’on prend sur chacun la moyenne harmonique entre 
ses segmens; le lieu de ces moyennes sera une ligne droite.” 

Reciproquement, comme on le voit facilement: 

„Si un tel lieu est une ligne droite, le point par ol sont menes les 
rayons vecteurs, est un point d’inflexion.” 


Il s’ensuit que: 
„Si l’on mene par un point d’inflexion (0) trois rayons vecteurs qui 
rencontrent la courbe en six points nouveaux, le point O sera @galement un 
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point d’inflexion sur toute courbe du troisieme degr& qui peut etre menee par 
ces sept points.” 

Ces trois points du lieu des moyennes harmoniques sont communes ä 
toutes les courbes, et puisqu’ils sont en ligne droite pour la courbe donnee, 
le lieu est la meme ligne droite pour toutes les autres. 

On en tire immediatement le theoreme de Mr. Hesse; car par un point 
quelconque d’inllexion, peuvent &tre menes quatre rayons vecteurs qui con- 
tiennent les huit autres. 

De meme: 

Toutes les courbes de troisieme degre qui passent par sept points d’in- 
llexion d’une telle courbe, auront un de ces points pour point d’inflexion. 

Oserais-je vous demander la permission de faire une remarque sur 
un Iheoreme que Mr. Joachimsthal a publie dans le tome 38 page 138 de 
votre journal. 

Ce me&me theoreme a ele publie par feu Mr. Mac Cullagh (Dublin. 
Universit. Calendar. An. 1837) et se trouve aussi dans mon „Traite des sections 
coniques” avec la meme d@emonstration (due a Mr. @raves), qu’a donnee 
Mr. Joachimsthal. 

I! n’est pas surprenant que Mr. Joachimsthal n’ait pas vu un ouvrage 
elömentaire, qui a ie publie dans un pays lointain. 

Mr. Mac Cullagh a donne de plus ce theoreme sous une autre forme, 
sous laquelle il peut s’appliquer a la parabole. 

Soient c’c”’c trois chordes menees par le foyer, paralleles aux cötes 
d’une triangle inscrit a une section conique; soit p le parametre de cette courbe, 
RR le ravon du cercle eirconscrit au triangle: on aura 

R — BR 
dp 

Je ne crois pas que Mr. Mac Cullagh ait etendu son theoreme sur 
l’ellipsoide, comme Mr. Joachzmsthal parait l’avoir fait. 

Trinity College. Dublin, Febr. 11. 1850. 











— r 











ne ee 








(rd Joumal d Matt Bd. 39 Dot I. 


. Bei: MINE ODHE * Handtujl AG 











run 
ri Kun ankrengun/ Ar WIR 
ZW Chaugmnden dacf sl Ur 


LE, PER er “ 


7 
am ! SER } 
Pbuflir v2 ‚ms  Berufpr 


—— 





— 


ass pay 


PH Kan .. na 


Gain 4 DIETZ d? Pe Iugıignf? or U 


af Zr ” ef y» Aunnw/ 4 
Sr ah Will PIE £ 


auiylau : zul uunlifar Ag at 


f _ vw 
x“ uf Liu Gr n zZ Re iv, GR PR 
VAR, 
(RR numa % MAL B- „ Elsa en wor 
17 


4 u de una frnifa ef 


Ä 


Flle rin den ad Haran k l n2 


- 


77 Zi 
gran Mr y 7 . Sehr PM. da 


if er er Me 

urn Amin gr len ZRıiorn 
ef / F 
ci“ 





-) R P; 
3 I a ’ y 

„Tr uan amnÄA Au ir Mur MAR 

„e f 

’ g A : 

FH 27 PASAAN- Ay 572 RAL r_ 27 a Er 
A > 
c , 
7 ? 

I2r Gau Ela 


L- 


VA 
— 
ur inlım . a AO &; Fi 








» Er 


Fa. CHÄ Aligcl 





we Call, Er B.;; 
heriucheingne) ann Hin. 
2 


nl, Prag cr Meran. zu 
Gruchahen der Üda IA 
nr Aapf alah € Casa Prrfal 

a, Kur du Aauın Prsgfaun 

4 An he, ala w B, 
2”. + » N PER 


f4 
Wa 


en; 4 Nas | aber a 
VA 


4 
rg f AB 4 IL "E 
Fi Hau’ uf str ne Ahr 


u i L? 
z 7 MV 
. 1 r  ° >, a P4 / Pi 
unullunf insmar GR india 
w . f f 
kun. 1 Re 
>; h i , f N 
Pr GN NEAR Fynsgant A Ar A, 
TI I # 4 er 
'/4 X F l/’ 


« 3 , 
PIE re mi 2 
+ WE Fir Lenz rt ZZ ;„ ba 3 Na/ 


N £ 

ee f . 9, # E # 
Per « a [st $ Geiwnri/gu 
. ’ Fr 4 


c Y 


2 in, u P 
‘ ® Pa “ /, } / f] p; j / S f 
un frnw uf ar bla? Wfl 
“ | a 


4 : P, u PL . . 92 
sisr rd am Ir ._. AT Lei 
2 9 on 
. » F4 d F . PP; f 
LASSE ZAHL: ye “ (A 2 A be 
f e }' TY 
£ » f£ «f ’ 
; # j 
At ” Aha AF an al Ur, l; 4 vr. mar 
4 3 ; f 2 EI d A A Ay f 
£ ö 
f Mn ei 
P; “ed Lauf» 
Zur k4lı 5 f 
’R LA f F Fr dA, w A 4 Ans 


v 


# 
Anı (a rg a 23 aan 
/ 74 f Pr 


36 da. 
fj 
” 














(rel, Seurnal d. Uadhh Did 29 Hoff 3 


EL 


E; MIHAESDHB - Hondatyl ı Z 





A, PO ‚r ae But s Fe 


4 ar 








I’ A Kur <; LE „x 2. j RE Ft Br - 
, 7 / BED 4 je nium/ 2% Am | Pa 
ro m (in lad od I, Ar 


9/7 pP. Zi) 2 Fin Be 7 RE 2 
TEAM bon T BY =. ‚je Ye 








! y ’ 
‚m % 9, 
Fa alrv BA 
, er di 
-— m em X 
B 78 17 
Ph 4 ET ı 
ae FF nn fi DER 
Pr + 
j) dc 
Var ad p z Br Pe | 
e DH nt u (a) ee 
nn F 
a 
Ä 
nu LH Mur {8% ei 
Hd EC 
er hs (I +7 
2 
En a AUS a ’ EA fr „2 
ER ee A 
] 
fi San 
af = FAME mu _ 1.006 6. c 
ax” ZE u 





ÄAn II NIÄ Alb; 3 |, 
— A 2 2 mM TA ‚ A C 
PT A 


EP, 


Bw Sag‘ aha 
7 4 

«7 Al. %,2. 2 ET AR r a Rx Pr. 

ax? u in m 9° 


TI” 


inne 2 Hd SLAÄAH 
4 








= 105 04, Gm er "448 - 
448° 


= /0s, a 


73 











Ki. on Ku 209 
I, wi e. ER 4. A: 
2 2 
=> 44 ds 3 4 
nu 2IxN Pr 2 
rn man Ad u Wh 
y 3 
r . 
= (By? 
105 Lay 
al 
z 4 
—- 4 (93 
23 BR 
6 ! 
4: —- (9295% Sp 


PN: 5 I Bi . PR. & 204 Ach WI, 
; Arlaugl ech, DAT 


vH PD; e MrLsusb 


I 





YA ’ 
, Han ra Fe. Kain send. Lfa, 4 





u pr Cs Pi ar, 


gr 4 17 Bag Tr Buch. 
(et 2. d Hyde. Pr 
ae A IR 
vi ba X) Pe 777,7; 





> 
E, 3 ur 
" SO Var 3 g IB. 
DB P/WO LI 4 2) 


4 Az Po zu 23445) 
4 ER ms u 
Ya Y 


r 


Rp 








vrrllr Aurnal d Math. bi 39 HH 


a ; : ; 5 FAR . A 
Zu At 388 de: 12008 Tl CT 3 


a SE: Selnboung 
rs 


’ “ 1) % N} P 4 
C ui MOM 7777, cher Ed) 721 Aosore Os: 


e 





: 
En 


vernNE AHcurıt- Iren por cle_ jresfe P- (zeihe 

PR | £e 4 f AS CHA derer Aebhıler esıfen par cm 
r . 2 7 

y ae mE it arsvle er Fran vi » Cart 


zgenödre MNerneudh FE en pileepons, cd 


Long Terıyıs FH PH mardı 3 che EL mM 
get Fıni / La cerirle mes Aonssabie e/ Z 


rd ts He la jpuchte - Vev Ka en Baus 
gaemens guet lg: 4 ru DA z IE. 


Saigu ccf el ı ymi all! Ara zLsHn1 TR 
A FEB nalen. ch u u Hurt couloif] 
LH vr yon} Ja jropre wre four & rohr 
oA rad ray, 1L AR porwert Cap te 
quelqguss FREE OR gar 174 HAoit oflige dal 


ty xD mAf yırzorine cheap crarch enuron 


PL 


a e ’ . 
SclePrers LE. JFeersdcnd, Le Cor ji l SiL sat 


Ad 5 minude , eh A Tefı ne < Fenerd gu 
fores des fo Ver Z en 7 rayypıe Bar 8 EAU 
Cafe peoyand azyprochrer die Min guelgsun 


Ya 1 Jo dro:d AMNMPIALL Pre. de Hizde EUE 


d 


Lrrsde yolir Yan w/R, " a A Ar uvorend 7af 
? 
Ama, den porbı < La ro cd ca 


ef ra; Her Ns agreablı Suree £2 > orryees 
uf f FE i ’ 7 / 

de ji Hu JAanI ECIMISAAAFENV yZ yortes en ud 
| ö Y. » vr Z 


ein PULrE € . u 


- 


el Cu meins 


(4 


; 204 : . ’ f 2 
Has 7192 Fin dr A At eo J FRA ae derdapcı 
£> 2 pP 
A f av? auxlund 19 per an 1 ck le ZUR 
/ L 


vi 































J - 
e & puassır li Vbres eemre, ja 


m EVER ers de yıdıs ayftı: _ 
la mort fahrk ae sen I, 


c/ zur metes paleurevon; es 

1019 erdrı Ssrel Orc cd Fr 
V verfacuse carrıcye Aanı Le ” 
Aapd, ef Ayares avor Faces vb 

cc La I,rtie cde MM. LO, iu PTR 

77 of 

Pre ga habıh, Faus 4 4 enSeudd! 
BER, Ka yER dans A 
zr ar Lau: Car CPmmt A ne 
Her gu par a mes / | 
aller cheyrftr Aa It OROR car ek 
ME Id cecur 1 gr 2ypıpefkr AL 
s auoır ee or en a dein 


Are teJ7 AM IT A ae “E Fa 
r7, gi Aası nd a a nord. fee 
+ Aonımtı, Ed ef 


yenemend A ma Si La“ 


fentler en r ". AMad, 


am ne A mes Enjaus, yıvuy 
Pour tar ü [ eouroid Loud 


“ iowr a ynelir der Oherur weg, 
eu aa a9 Arrtvereng Au 


rend ag fen a fake, ga 


ä eunibeier La vie, Ü& defuad 


hand 





land mund Pin erw 2 ap 
Torch fois on conbınus, Co 
Klınf 7 EI 2 LOINNHI LhL 4 7 
Cım it can, fa nass en (4 


je EEE) J 4 
fd 


Afıpdı Graf clıs ri ERDE 


. . e% 2 . 
ef manıfertz Als € Le: 


9 


en / / sc 
ER gan N = As fi 2 


Li {A 
pr Aufl £' Er VCH Yan 
4 


ar], mot & ses dee 


7 7 x 


777% a ta cemehirre ck 
+) 

. ” / 

de soD e yarnclkı : Vneae- 


f ' P4 
zw HUVE 1297, ‚ Aa Z Lat 399 2 
, “ p 


‚ P, v ar 
PUU4L [Car Ui) ZH fa: z 
# 7 / / 
une orawen fi unthre, 9 
x F} ” >» m x 
3 fosih deu Farm ÄAlı £ [ er 
[2 


4 
Kbötis Lie Karorı aus, {30 
"al 


v2, Ir Dec 71 A»cH I A, 


/ 
F Heil HTONOL ce de aeer c 
er nt ga r La 2? vEI Arm d 
Enter cseuf car om dee 
gai aurod accoplie ac 
K wowdrris baren ya Vor 
Faller chez Dh Per 
yes jacon, eo re deu 
dert Anhalt, ge a we 
[a vers LYll rend Alı 
qu’A mavoıd vemeg fi 
r ZEWRERE ip ge 
AL bau Evırv au your) 
ema, d il regen darf 


— u > —— — - 


Mi el 








appyplesie ga Laur er unsere Aa Ak 1 Pacht ala PER 


‚comme 079 L; Zvoed aid Pas La 3 co zog BZ, Du 


pa ie Arasıy les | warcılr cas. On aoeıd PR arp00r dere 
el HD. Amay gu a La: alas worsene, IM lavoif IDtul{h, 
ed, on Le Hide 1, 07 empebgei? aus Laup gerres, PH 
ENS 2, rar on Fa en or er 7 Cergn ILFFA aryf 
dendemasn des Has Prreer gutes ac Ferire difire: "en 
70 fe garden 4 Nds Tag! Ceer24 Br 7 As, gt zu 
ar Aertunt tere monı da suul Aa J au Ss. LH te Am; 
re" sr 7d4 @eneg Accanı; VagrLw eu7d re cr N zur v2 er u 
le ML: va, ou 74 yZ f snlorre RTL des sur jones 
40.2 mo1 Dass: - Asnrrt Pr A Cafleotien de FZTA_ 
BT ce rdees Fendre men! BG u an rat Ben, 
= eher . er PAg b; Litya Aand zuelre eglr. 
‚ gi je Comgıle ck Fre mppremay your 2 ach han, 
en ie Ay &x: Pyrlarso a Bade ef a Nerlen 
rer um. FIEEEEULWLERE Ba prhapia‘ Lrce derrnd 
£ an. get dere 4 Du yrere & Pe u; aıfüraf 
; Connie rechne um Ar an Safe wo fi 

ar En13 ‚Apiat. Ehie yrorer 1% Armecdlii, 





ze. fr. 
40772 a SEI v. 


a auf Fast EIER ALL denn: pedare A  Acupebuodl: 
BERN platsir . Aporese n/; grnin Dres - AN PIE rec A 
[47 Zr Em FROM MO HA cd Mofaeuz 23 Feudye, 
rnoulle roser du ASARECHLL ech DER Z zrerf Ferne 
c remellse COra2 ııche ra. condolearit C1- zen du Bon 

ec des larmes EN TERRE Let Com faral, ga 
u P7 Dorf me : ns Kr hg ENTIVEe UM Ali P% 


ya 4 yore FRE A Lrigerer Han, 


u je Were nr fü ou fais pas 
7 ER 2 Wd m: zardorırg BR Je ENRLIFE ad 


/ Aaufırıy ar zrı04 UNE emohon a fr zes — ı 








m Dal At & Dr 
43 Ze 


re bad re 





Kalle Aurnea d Wath Bad 39 Hot4 


= a j i a, 
e In MIA UBHHOL : Hand 





BR Ivor leitmes Ds Gr y 
& coll Ar ec SI Konesr Ar meer tere 
Au ih yev- ec du 47. Hardenne, IF 
/4 dern fe gut Yıpnei hod your? Je ren 


Freaonsi 


! Jai zes dir deiner er 12 uilT zue vo 2 
ur 4 non sl y auolt une copie Iehehbre 
AR zur vous (u po la par ne} 
garte vopres, Sour la Yulırappmihsur Ieese ı 
Janı aueumn aufre nohf, mau vom en a0om, 
EIN Be yartonch Sur er gas me ?2eq cer d 
D, 2. Oprendunt zwus apormw Muchd 7 
Academigau or ja rec Do zu zueee 1 


/ 
ermık ee Le un ar u Gurt ya 


Granon refat et le 2» ma. Ser 
vr 7. Un "Opera Feauurup de par u 


Sen new mars Corn 7meUd us Asa 
Mm ah erte/ AU ailıeu Be 97 ECCCH NA 6A, 0 


/ 
Gen regub'or mens Aux Gelder gu S} vSc0dt, Im 


Ir moTmand ef 78 men laihlereient nes un 3 


“n cermgpendaren gu mir, nuuteh zuuna mon 
Tesrsıon eL zedachon Ber Rumsıre, Au c. 


Adel ua Vufp gr occu nr 
Wieden er ae 


_— _ . 








Y G € ur 
ehtgl ur I ILAÄHM II LIE 





Marz 76 


... Ted 2 ’ 
Fa M indie, Aruler /roW WERE 


eine U 0 Jan? Me Some De 5 Jan 
je ny au po4 erıewr cc ropond hu - y nae Ten 


ond rw ar srdre aux arhcler SeraydıbR. IL 


«79 SAtEs adredtad jr erorL que frrel Ehre perzer ee 
“ er A Aller Trubtat-i Va resume 74 rewiendva: 

e fon Be ma art mi mei ardenz »2€ zuoen, Fencere, 
:- Comma ar Fu gen ze Auman ei Cormesoh Br 
Er DrrucH A No Do plan ars bier et 
rde 7 you zus de 5 mil bass Sirene 

y ld yubyanı nos He yelaıWernermt u ie JoX 
rd 70m Dounemce f ra Var 200 pen hit 
er yoco zu & pe arasier guer gu Aafhr - 
(mp1 ZU) Due yue cette ehlo fanısır 25/7 verna Üben 
BB. a Artsıleles Le eo gen wor leur Frau . 


2 Ua De face Se, hurer 4 Sr Ifeueik, 
derniguer ce Jormartigase. fi j8 ngpondeis _ 
Mma/ Suche, eorrugyondancı Paoypele zucenh Porcey 
Fon ge papı Bears a men gre, Forder zus 
our chend gu la mienn has ze Ach 
ademer yeiambratı Inc, la, gewes Llagu 
a, vous Srvuoeı & ame De pRrze. der Irmdhuchaen, 
era Quber ec smilen 





La condami nr 








